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PRÉFACE. 


Ce  quatrième  et  dernier  tome  de  mon  Cours  de  ^Jathématiques 
spéciales  comprend  la  Géométrie  descriptive  et  la  Trigonométrie. 

En  Géométrie  descriptive,  j'ai  suivi  sensiblement  le  programme  de 
l'Ecole  Polytechnique.  Toutefois,  j'ai  jugé  inutile  de  reprendre  les 
problèmes  sur  la  droite  et  le  plan,  que  j'ai  supposés  connus  du  lecteur. 
Par  contre,  j'ai  ajouté  àl'étude  des  quadriques  réglées  quelques  para- 
graphes sur  l'ellipsoïde,  Fhyperboloïde  à  deux  nappes  et  le  parabo- 
loïde  elliptique,  surfaces  qui  ne  me  paraissent  pas  moins  intéressantes 
que  Ihjperboloïde  à  une  nappe  et  le  paraboloïde  hyperbolique.  En 
outre,  dans  le  chapitre  de  la  perspective,  il  m'a  semblé  utile  de  com- 
pléter les  notions  théoriques  du  programme  par  quelques  notions 
pratiques  sur  la  mise  en  perspective  d'une  figure  quelconque  de 
l'espace. 

J'ai  rassemblé,  dans  le  premier  chapitre,  tous  les  principes  géné- 
raux concernant  la  représentation  des  lignes  et  des  surfaces  et  la 
recherche  de  leurs  intersections.  Cela  m'a  permis  d'alléger  la  rédac- 
tion des  chapitres  suivants,  tout  en  m'évitant  de  répéter  plusieurs 
fois  une  même  théorie. 

Dans  tout  le  cours  de  l'ouvrage,  j'ai  fait  un  fréquent  usage  des 
résultats  obtenus  dans  le  tome  II  et,  en  particulier,  je  n'ai  pas  craint 
de  faire  largement  appel  aux  notions  si  fécondes  de  points  à  l'infini 
ou  d'éléments  imaginaires. 

Les  exercices  comportent  surtout  des  épures  complètes,  analogues 
à  celles  des  concours  d'admission  aux  grandes  écoles.  La  crainte 
d'une  excessive  majoration  du  prix  de  vente  m'a  empêché  de  les 
présenter  sur  des  planches  spéciales,  ce  qui  a  entraîné  une  forte 
réduction  d'échelle  et  conséquemment  une  lisibilité  défectueuse.  Je 
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m'excuse  à  l'avance  auprès  du  lecteur  pour  la  fatigue  que  je  vais  im- 
poser à  ses  organes  visuels  et  je  lui  conseille  de  reproduire  lui-même, 
sur  une  feuille  quart  grand  aigle,  les  épures  qu'il  jugera  par  trop 
confuses. 

A  ces  épures  complètes,  j'ai  généralement  ajouté  quelques  questions 
du  genre  de  celles  qu'on  pose  aux  examens  oraux,  mais  en  les  réser- 
vant presque  toujours  pour  les  exercices  proposés. 

Dans  le  chapitre  des  surfaces  topographiques,  j'ai  jugé  qu'il  serait 
dénué  d'intérêt  de  résoudre,  par  la  méthode  des  projections  cotées, 
des  questions  relatives  à  des  surfaces  géométriques.  J'ai  envisagé,  au 
contraire,  des  exercices  d'un  caractère  pratique,  exécutés  sur  un  plan 
directeur  du  front  de  Champagne  en  1917- 

La  Trigonométrie  ne  comprend  que  deux  chapitres,  l'un  relatif  aux 
propriétés  générales  des  lignes  trigonométriques  et  Tautre  relatif  à  la 
résolution  des  triangles.  Bien  que  presque  tout  ce  programme  soit 
élémentaire,  je  l'ai  repris  en  entier,  mais  en  le  traitant  d'un  point  de 
vue  conforme  à  l'esprit  général  du  Cours  et  en  faisant  appel  à  la  fois 
au  tome  II  et  au  tome  I,  ce  qui  m'a  permis  d'en  condenser  la  rédac- 
tion au  maximum. 

Il  me  reste  maintenant  à  exprimer  toute  ma  reconnaissance  à  mes 
éditeurs,  pour  la  persévérance  dont  ils  ont  fait  preuve,  en  poursuivant 
jusqu'au  bout,  malgré  les  difficultés  occasionnées  par  la  guerre,  la 
publication  de  ce  long  travail. 

Je  dois  également  remercier  ceux  de  mes  lecteurs  qui  m'ont 
apporté  leurs  encouragements,  au  cours  d'une  tâche  parfois  bien 
ingrate,  en  même  temps  que  des  suggestions  intéressantes,  dont  je 
tiendrai  le  plus  grand  compte  dans  les  prochaines  éditions. 

J.  Haag. 

Clermonl-Ferrand,  décembre  1921. 
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GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 

CHAPITRE  I. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LA  REPRÉSENTATION  DES  LIGNES  ET  DES  SURFACES 
ET  SUR  LA  RECHERCHE  DE  LEURS  INTERSECTIONS. 


1.  Représentation  d'une  ligne.  —  En  Géométrie  dex  riptive,  une 
ligne  se  représente  par  ses  deux  projections. 

Théorème.  —  La  tangente  en  un  point  m  de  la  projection  c 
d'une  courbe  C  de  l'espace  est  la  projection  de  la  tangente  à  C 
au  point  M  qui  se  projette  en  m. 

Démontrons  le  théorème  pour  une  projection  conique  quel- 
conque, de  sommet  V. 

Les  courbes  c  et  C  sont  situées  sur  un  même  cône,  de  sommet  P. 
Les  points  m  et  ^I  appartiennent  à  une  même  génératrice  G  de  ce 
cône.  Les  plans  V nit  et  PMT  lui  sont  respectivement  tangents  en  m 
et  en  M  et,  par  suite,  sont  confondus  (t.  II.  n"  375).  Il  en  résulte 
évidemment  que  mt  est  la  projection  de  MT.  c.  q.  f.  d. 

Cas  fl' exception .  —  La  démon>tratlou  précédente  est  en  défaut 
si  la  droite  MT  passe  par  P,  car  le  plan  MTP  est  indéterminé  et  la 
projection  de  MT  se  réduit  au  point  m.  Cette  circonstance  peut  se 
présenter  dans  deux  cas  : 

Premier  cas.  —  Le  point  P  se  trouve  sur  MT,  mais  non  en  .NL 
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Le  plan  langent  au  cône  le  long  de  G,  qui  est  la  limite  du  plan 
passant  |)ar  PM  et  par  la  génératrice  infiniment  voisine  PM',  n'est 
autre  que  le  plan  osculateur  en  M  à  G  (t.  II,  n"  2^5,  théorème  II) 
et  la  tangente  mt  est  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  projec- 
tion. La  courbe  G  traversani  son  plan  osculateur,  mais  ne  traversant 
pas  ses  autres  plans  tangents,  la  courbe  c  traverse  la  tangente  nit^ 
mais  ne  traverse  pas  une  droite  quelconque  passant  par  m.  11  en 
résulte  nécessairement  que  le  point  m  est  an  point  de  rcbrous- 
sement  de  c  (t.  II,  n"  198). 

Deuxième  cas.  —  Le  point  P  se  trouve  en  M.  —  Le  plan  tangent 
au  cône  le  long  de  G  est  encore  le  plan  osculateur  en  M  à  G  et  la 
trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  projection  est  toujours  la  tangente  mt 
cherchée.  Mais,  cette  fois,  si  l'on  prend,  sur  G,  deux  points  M'  et  M" 
situés  de  part  et  d'autre  de  M,  l'un  d'euv  se  trouve  du  même  côté 
que  sa  projection  par  rapport  à  M,  tandis  que  l'autre  se  trouve  du 
côté  opposé.  Il  s'ensuit  que  tout  plan  traversani  G  en  M  coupe  le 
plan  de  projection  suivant  une  droite  ne  traversant  pas  c  en  m  et 
inversement.  On  conclut  de  là  que  la  courbe  c  traverse  toute  droite 
passant  par  m,  à  l'exception  de  «sa  tangente.  Autrement  dit,  le  point  m 
est  un  point  ordinaire  sur. la  courbe  c. 

Cas  de  la  projection  orthogonale.  —  S'il  s'agit,  par  exemple,  de 
la  projection  horizontale,  les  deux  cas  que  nous  venons  de  consi- 
dérer con-espondent,  le  premier  à  une  courbe  G  ayant  une  tangente 
verticale  en  M,  ce  dernier  point  étant  à  distance  finie,  le  deuxième  à 
une  courbe  G  ayant  une  asym|)lote  verticale. 

2.  Représentation  d'une  surface.  — •  En  Géométrie  descriptive, 
une  surlace  se  représente  ordinairement  par  ses  contours  appa- 
rents. 

Soit  un  (jbservateur,  ayant  sou  omI  en  P  et  regardant  la  surface  S. 
Parmi  les  rayons  visutU  (pu  lui  |tar\iennenl,  il  y  en  a  qui  ren- 
contrent S  et  d'autres  (pii  ne  la  rencontrent  pas.  ils  sont  séparés  les 
uns  des  autres  par  le  cône  des  ravoiis  tani;eMl>,  c'est-à-dire  par  le  eône 
circonscrit  a  S  et  de  soinuu'l  P.  Si  la  suriaee  S  liinile  un  corps  Solide 
opaque  et  d'éclairemeni  uiiiloiuie  cl  si.  derrière  ce  corps  solide,  se 
trouve  un  écran  plan  I'.,  (reclaiienienl  dilbreiil .  il  est  clair  (Uie  le 
corps   solide   aura    I  asjteci    d  un    disipie    posé   sur    1^  cl   liinile   par  la 
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trace  c  du  cône  précédent  sur  l'éci-an.  Cette  trace  porte  le  nom  de 
contour  apparent  en  projection  de  S  sur  E,  à  partir  du  point  P. 
Tous  les  points  de  E  qui  lui  sont  intérieurs  sont  cachés  par  S,  pour 
l'œil  placé  en  P. 

La  courbe  de  contact  C  du  cône  avec  la  surface  S  porte  le  nom  de 
cotitour  apparent  dans  l'espace.  Elle  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes : 

Théop.è:me  I.  —  Le  contour  apparent  dans  l'espace  sépare^  sur 
la  surface,  les  légions  vues  des  régions  cachées. 

En  effet,  toute  droite,  issue  de  P,  intérieure  au  cône  et  voisine  de 
ce  cône,  rencontre  la  surface  S  en  deux  points  M  et  M'  voisins  de  C 
et  situés  de  part  et  d'autre  de  cette  ligne.  Si  le  premier  est  vu  ('), 
le  second  est  nécessairement  caché  par  le  premier,  de  sorte  que 
l'un  est  dans  la  région  vue  et  l'autre  dans  la  région  cachée.  Quand 
on  traversera  ligne  C,  on  passe  d'une  région  dans  l'autre. 

Théorème  il.  —  Si  une  courbe  F,  tracée  sur  S,  rencontre  C 
en  M,  sa  projection  ^■'  est  tangente  en  ni  à  c. 

En  effet,  la  tangente  commune  en  m  à  y  et  à  c  est  la  trace,  sur  E, 
du  plan  tangent  en  M  à  la  surface  S. 

Remarque  1.  —  Bien  entendu,  ce  théorème  est  en  défaut  si  la 
tangente  en  M  à  F  passe  par  P  (n°  1). 

Remarque  II.  —  Si  F  traverse  C,  elle  est  vue  d'un  côté  de  cette 
ligne  et  cachée  de  l'autre;  la  ponctuation  de  y  change  en  m. 

Théorème  III.  —  Si  deux  surfaces  S  ef  S,  sont  circonscrites 
l'une  à  Vautre^  leurs  contours  apparents  en  projection  sont  tan- 
gents. 

En  eftet,  soit  M  un  point  de  rencontre  de  la  ligne  de  contact  avec 


(  •)  Il  peut  arriver  que  les  points  M  et  M'  soient  tous  deux  cachés.  Dans  ce  cas, 
C  n'est  plus  un  contour  apparent,  au  sens  physique  du  mot.  Pour  qu'il  le  soit,  il 
suffirait  d'enlever  une  ou  plusieurs  nappes  de  S,  afin  de  rétablir  la  visibilité  de  l'un 
des  deux  points  M  et  M'.  Dans  les  épures,  un  tel  contour  apparent  est  représenté 
entrait  ponctué.  Il  renseigne  sur  la  forme  des  parties  cachées  de  la  surface.  Celte  cir- 
constance ne  se  présente  jamais,  si  la  surface  est  convexe. 
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le  contour  appareni  de  la  première  surface,  par  exemple.  Le  plan 
tan2;<'nt  en  ce  poinl  à  S  passe  par  P.  Mais,  il  est  aussi  lanj^ent  à  S|, 
puisque  M  appartient  à  la  ligne  de  contact.  Donc,  M  appartient 
aussi  au  contour  apparent  de  S|.  En  projection,  les  deux  contours 
apparents,  ainsi  que  la  ligne  de  contact  sont  tangents,  en  m,  à  la 
trace  du  plan  tangent  ci-dessus.  c.  q.  f.  d. 

3.  Le  cône  de  rayons  visuels  envisagé  au  numéro  précédent  et  qui  st'|)are 
les  rayons  rencontrant  la  surface  des  rayons  ne  la  rencontrant  pas  peut  quel- 
quefois comprendre  des  nappes  non  tangentes  à  S.  Ceci  arrive  lorsque  la  sur- 
face présente  une  ligne  d'arrêt  A.  Cette  ligne  doit  être  comprise  dan?  le 
contour  apparent  G.  Mais  les  théorèmes  I  et  II  précédents  ne  doivent  pas  lui 
être  appliqués. 

Si  la  surface  S  possède  une  lii;iie  multiple  L  (t.  II,  n" '206  ),  le  plan  tangent 
en  un  point  quelconque  M  de  cette  ligne  est,  comme  on  sait,  indéterminé.  Le 
plan  qui  contient  P  et  la  tangente  en  M  à  L  peut  être  considéré  connne 
tangent  à  S  en  M,  de  sorte  qu'en  théorie,  la  ligne  L  doit  être  regardée  comme 
faisant  partie  dû  contour  apparent  dans  l'espace.  Cela  est  vrai  aussi  en  pra- 
tique, si  l'on  considère  que  l'éclairement  change  nécessairement  quand  on 
traverse  la  ligne  L,  en  passant  d'une  nappe  sur  l'autre. 

Les  théorèmes  I  et  II  ne  s'appliquent  pas  non  plus  à  une  telle  extension  du 
contour  apparent. 

i.  En  Géométrie  descriptive,  il  y  a  deux  contours  apparents, 
obtenus  en  prenant  le  point  P  à  linfini  dans  la  direction  perpendi- 
culaire au  plan  horizontal  ou  au  plan  vertical.  Ils  sont  appelés  res- 
pectivement contour  apparent  horizontal  et  contour  apparent 
vertical. 

Le  contour  apparent  horizontal  est  seuh^ment  tracé  en  projection 
horizontale,  car  cette  projection  est  seule  intéressante,  au  point  de 
vue  de  la  représentation  de  la  surface.  Ce  n'est  que  pour  elle  que  les 
théorèmes  I  et  II  sont  apj)licables. 

De  même,  le  contour  a|iparent  vertical  ncst  tracé  qu'en  projection 
verticale. 

.').  Ombres.  —  Supposons  ({uc,  dans  les  considérai iou>  (li>  trois 
nunit'-ros  précédents,  le  point  P.  au  lieu  d'être  l'œil  ih'  l'oliserva- 
teur,  soit  une  source  lumineuse.  Les  rayons  visuels  deviennent  des 
ray(ms  lumineux  t'-mis  p;if  («•Ile  snurcc.  La  li^ne  C  est  appidéc  lii;ne 
iV  ont  h  ri'  prapri'. 

Si    l'on    iqipli«pif    je    t  liriii  iiin-  I    du    n"  !2.  on   voit    qiir    celli'    ligne 
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sépare,  sur  la  surface  S,  la  région  éclairée  de  la  région  qui  ne  l'est 
pas.  Cette  dernière  est  habituellement  couveile  de  hachures,  dans 
les  épures. 

La  ligne  c  est  appelée  ligne  d  ombre  portée  par  S  sur  le  plan  E. 
Il  est  évident  qu'elle  limite  la  région  de  ce  plan  qui  ne  reçoit  pas  de 
lumière  de  la  source  P,  à  cause  de  l'-arrèt  des  rayons  lumineux  par  la 
surface  S.  Cette  région  est  aussi  couverte  de  hachures. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  l'ombre  portée  par  S  sur 
une  autre  surface  quelconque  S'.  C'est  l'intersection  de  cette  der- 
nière avec  le  cône  d'ombre.  La  réaion  à  couvrir  de  hachures  est  celle 
qui  est  intérieure  au  cône. 

Lorsque  le  point  P  est  à  distance  finie,  l'ombre  est  dite  au  flam- 
beau.  S'il  est  à  l'infini,  l'ombre  est  dite  au  soleil.  Dans  ce  dernier 
cas,  on  a  l'habitude  de  prendre  la  direction  des  rayons  lumineux 
inclinée  à  45"  sur  la  ligne  de  terre  dans  les  deux  pi'ojections. 

On  peut  aussi  considérer  lombre  portée  par  une  ligne  L  sur  une 
surface  S.  C'est  la  trace,  sur  S,  du  cône  de  sommet  P  et  admettant  L 
pour  directrice. 

6.  Intersections.  —  I.  Intersection  cV une  ligne  L  et  d\ine  sur- 
face S.  —  On  coupe  la  surface  S  par  une  surface  auxiliaire  A 
passant  par  L  et  choisie  de  manière  que  l'intersection  L'  soit  aussi 
simple  que  possible.  Puis  on  prend  les  points  de  rencontre  des  deux 
lignes  L  et  L  .  Ce  sont  les  points  cherchés. 

11.  Intersection  de  deux  surfaces  S  e/  S).  —  On  coupe  par  une 
surface  auxiliaire  variable  A.  Elle  coupe  les  deux  surfaces  pro- 
posées suivant  deux  lignes  L  et  L,,  qui  se  coupent,  à  leur  tour,  en 
un  certain  nombre  de  points  appartenant  tous  à  l'intersection  C.  que 
l'on  se  propose  de  construire.  Soit  M  l'un  d'eux;  on  l'appelle />o//?^ 
courant,  parce  que,  lorsqu'on  fait  varier  A,  il  décrit  la  ligne  C. 

Il  est  utile  de  savoir  construire  la  tangente  MT  en  ce  point  à  C. 
A  cet  effet,  on  peut  employer  deux  méthodes. 

Première  méthode  :  Méthode  des  plans  tangents.  —  On  prend 
l'intersection  des  plans  tangents  P  et  P,  en  M  aux  deux  surfaces. 
Cette  intersection  est  évidemment  la  tangente  cherchée. 

Deuxième  méthode  :  Méthode  des  normales.  —  On  construit  les 
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normales  MN  et  MN,  en  M  aux  deux  surfaces.  La  tangente  cherchée 
doit  être  perpendiculaire  à  la  fois  à  ces  deux  normales;  elle  est  donc 
perpendiculaire  au  plan  NMN,,  lequel  n'est  autre  que  le  plan  normal 
à  la  courbe  C. 

Ces  deux  méthodes  sont,  au  fond,  identiques  et  ne  différenl  que 
par  la  plus  ou  moins  grande  facilité  d'exécution  de  l'épure.  On 
adopte  la  première  ou  la  seconde,  suivant  qu'il  paraît  plus  facile  de 
construire  les  plans  tangents  ou  les  normales. 

Cas  n'EXCEi*TiON.  —  I.  Les  deux  surfaces  sont  tangentes  en  M. 
—  Les  deux  méthodes  deviennent  illusoires,  parce  que  les  plans 
tangents  se  confondent,  ainsi  que  les  normales.  On  sait  d'ailleurs 
(t.  II,  n"  343j  que,  dans  ce  cas,  l'intersection  présente  un  point 
double  en  M,  de  sorte  qu'en  réalité,  il  j  a  deux  tangentes.  Pour  les 
déterminer,  on  peut  prendre  les  diamètres  communs  aux  indica- 
trices des  deux  surfaces  [loc.  cit.).  Mais  cela  donne  lieu,  en  général, 
à  une  épure  compliquée  et  la  méthode  est  peu  pratique.  Une  autre 
méthode  est  celle  du  cône  d  erreur.  On  appelle  ainsi  le  cône  qui  a 
pour  sommet  le  point  double  M  et  pour  directrice  la  courbe  d'inter- 
section. Les  deux  tangentes  cherchées  sont  évidemment  situées  sur 
ce  cône.  Comme  elles  sont,  d'autre  part,  dans  le  plan  tangent 
commun  P.  il  suffit  de  prendre  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  cône 
d'erreur. 

On  sait  (t.  jll,  n"  379)  que  le  degré  du  cône  d'erreur  [est  égal  au 
degré  de  la  courbe  C  diminué  de  deux  unités.  En  particulier,  si  les 
surfaces  proposées  sont  des  quadriques,  C  est  uue  l)iquadrati(jue  et 
le  cône  d'erreur  est  du  second  degré.  Si  l'on  sait  trouver  un  de  ses 
plans  cycliques,  la  construction  précédente  sera  aisée. 

II.  Les  plans  tangents  P  et  P,  sont  verticau.r.  —  La  tangente 
dans  l'espace  continue  à  être  détermin<^'e  sans  difficulté  par  Tune  ou 
l'autre  des  méthodes  indiquées  plus  haut;  c'est  évideuiment  la  verti- 
cale du  point  M.  La  seule  difficulté  se  présente  en  projection  hori- 
zontale, parce  qu'on  se  trouve  dans  le  cas  d'exception  du  théorème 

(\u   11"    I . 

Si  le  point  M  est  à  dislance  finie,  la  tangcnti'  //*/  à  la  projection 
liorizonlah'  est  la  trace  (hi  plan  oscillateur  en  M  à  C.  (  )n  pcMit  déter- 
miner  celui-ri   m    |ircnanl    l'inferscition   des  cercles  de    )/cusnier 
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(les  deux  surfaces  i-elalifs  à  la  tangente  commune  verticale  (t.  II, 
n"  33o).  Ces  deux  cercles  ont  leur  plan  commun  horizontal;  ils  se 
projettent  donc  en  vraie  grandeur  et  Taxe  radical  de  ces  projections 
est  la  tangente  mt. 

7.  Surfaces  limites.  —  Pour  être  certain  que  le  point  M  décrit 
toute  la  courbe  C,  il  faut  faire  balayer  par  la  surface  auxiliaire  A  tout 
l'espace  contenant  les  deux  surfaces  proposées.  Mais,  il  peut  arriver 
que  A  ne  rencontre  pas  C  et,  par  conséquent,  ne  soit  d'aucune  utilité 
dans  la  détermination  de  l'intersection.  Il  est  donc  avantageux  de 
connaître  les  surfaces  auxiliaires  particulières  Aq,  qui  séparent  les 
surfaces  utiles  des  surfaces  inutiles.  Une  telle  surface  Aq  est  appelée 
surface  limite.  Elle  est  caractérisée  par  la  condition  d'être  tangente 
à  la  courbe  C,  car  de  deux  surfaces  voisines  A  et  A',  prises  de  part 
et  d'autre  de  A,,,  l'une  donne  deux  points  de  la  courbe  C  très  voisins 
du  point  de  contact  Mo  de  Ao  et  l'autre  ne  donne  rien. 

Un  cas  particulier  est  celui  où  A(,  est  tangente  en  M(,  à  l'une  des 
surfaces  proposées,  par  exemple  à  la  surface  S.  On  dit  alors  que  Ao 
est  limite  pour  S. 

Théorème  [dit  des  surfaces  limites).  —  ^Sf  Aq  est  limite  pour  S, 
son  intersection  avec  S,  est  tangente  à  C. 

En  efTet,  si  l'on  détermine  les  tangentes  aux  deux  courbes  par  la 
méthode  des  plans  tangents,  on  aboutit  à  la  même  droite,  puisque  les 
plans  tangents  en  Mo  à  A„  et  à  S  sont  les  mêmes. 

Il  est  oénéralement  difficile  de  déterminer  les  surfaces  limites. 
Un  cas  particulier  où  cela  est  possible  est  celui  où  l'on  peut  trouver 
une  surface  Aq  circonscrite  à  S  le  long  d'une  ligne  v.  En  tout  point 
de  rencontre  de  cette  ligne  avec  S,,  Ay  est  évidemment  limite 
pour  S  ('  ). 

8.  Points  remarquables.  —  On  appelle  ainsi  des  points  de  l'inter- 
section, auxquels  on  impose  une  certaine  propriété  caractéristique 
et  qui  jouent  un  rôle  plus  ou  moins  important  dans  l'exécution  de 
l'épure  ou  dans  la  présentation  finale  du  résultat.  Les  points  remar- 

(')  Il   ne  suflit  pus  de  prendre   la  surface   A„  tangente  à  S  pour  pouvoir  affirmer 
qu'elle  est  surface  limite;  il  faut,  en  outre,  que  son  point  de  contact  soit  sur  S,. 
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quables  que  Ton  cherche  habituellement  dans  une  intersection  sont 
les  suivants  : 

1°  Points  limites.  —  Ce  sont  les  jjoints  fournis  par  les  surfaces 
limites.  Ils  ne  sont  pas  utiles  pour  la  représ('ntati(^n  de  l'intersection 
et  leur  recherche  n'est  justifiée  que  par  l'importance  des  surfaces 
limites  (  n"  7). 

2**  Points  sur  les  contours  a/iparcnls.  —  Les  points  de  l'inter- 
section situés  sur  les  contours  aj)parents  horizontaux  et  verticaux  des 
deux  surfaces  sont  très  importants  au  point  de  vue  de  la  ponctuation, 
car  ils  séparent  les  parties  vues  des  parties  cachées.  D'après  le  théo- 
rème II  du  n"  !2,  en  un  point  du  contour  apparent  horizontal  de  S, 
par  exemple,  la  projection  horizontale  de  l'intersection  est  tangente 
à  ce  contour  apparent. 

11  n'existe  j)as  de  méthode  générale  simple  pour  trouver  les  points 
sur  les  contours  apparents.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille 
les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  H  de  S.  On  lâche  de 
trouver  une  surface  contenant  le  contour  apparent  H  dans  l'espace 
et  coupant  S,  suivant  une  courbe  simple.  En  prenant  l'intersection 
de  cette  dernière  avec  H,  on  obtient  les  points  cherchés,  dont  on 
ne  marque,  bien  entendu,  que  la  projection  horizontale. 

Si  r<»n  n'aperçoit  pas  la  surface  auxiliaire  désirée,  on  a  toujours  la 
ressource  de  couper  par  le  cylindre  projetant  verticalement  H.  Autre- 
ment dit,  on  prend  l'intersection  des  projections  verticales  de  H  et 
de  C  et  l'on  rappelle  les  points  obtenus  sur  la  projection  horizontale 
de  H.  Cela  est  plus  précis  que  de  chercher  directement  les  points  de 
contact  des  deux  projections  horizontales,  car  le  point  (h'  contact  de 
deux  courbes  tangentes  est  toujours  graphiquement  très  uial  déter- 
mine (  >e  procédé  olTre  toutefois  l'incouvéuient  d'exiger  la  construc- 
tion de  la  projection  verticale  de  II  (pii,  par  adleurs,  ne  présente 
aucune  utilité. 

.i°  /*(jints  douhlrs.  —  Il  \  a  «les  |)()iuts  (b)ubh'S  loiscjue  les  sur- 
faces proposées  sont  tangentes  ou  lorsque  l'une  d'elles  |u-ésfnte  un 
point  double  situé  sur  l'autre.  Quand  on  a  obtenu  un  tel  {)oint,  il  est 
bon  lie  chercher  ^es  tangentes.  Dans  le  cas  des  surfaces  tangentes, 
on    apj)liqMi'    I  unr    des    méthodes   iiidi(pièe>  ;iii    n"   (>.     I)aus    le    cas 
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OÙ  le  point  est  un  point  conique  de  S,  par  exemple,  on  jirend  l'inter- 
section du  cône  des  tangentes  avec  le  plan  tangent  à  S, . 

Poi/iïs  doubles  apparents.  —  Dans  les  deux  cas  envisagés  ci- 
dessus,  on  a  affaire  à  un  véritable  point  double  dans  l'esjiace,  qui 
donne  un  point  double  dans  chaque  projection.  11  j)eut  arriver  aussi 
qu'on  ait,  par  exemple,  un  point  double  apparent  en  projection 
horizontale,  qui  ne  soit  pas  la  projection  d'un  véritable  point  double 
de  l'espace.  Ceci  a  lieu  lorsque  deux  points  P  et  Q  de  la  courbe  C  se 
projettent  horizontalement  en  un  même  point  /«,  c'est-à-dire  lors- 
qu'ils se  trouvent  sur  une  même  verticale.  Les  deux  branches  de  la 
courbe  C  qui  passent  respectivement  par  P  et  par  Q  donnent,  en 
projection  horizontale,  deux  branches  qui  se  coupent  en  m,  ce  qui 
constitue  évidemment  un  point  double.  //  /?')'  a  aucune  dijjiculté  à 
obtenir  les  tangentes  en  un  tel  point,  car  il  >utHt  de  construire  suc- 
cessivement les  projections  horizontales  des  tangentes  en  I*  et  en  Q 
à  la  courbe  C  de  l'espace.  Ce  qui  est  plus  difficile,  c'est  d'obtenir  les 
points  doubles  eux-mêmes. 

()a  peut  quelquefois  construire  assez  facilement  une  li^ne.  appelée  ligne 
des  points  doubles,  sur  laquelle  ou  est  assuré  que  se  tiouvent  ces  points. 
Voici,  par  exemple,  comment  on  définit  la  ligne  des  points  doubles  en  pro- 
jection horizontale.  <  )n  remarque  que  le  milieu  de  PQ  appartient  à  la  fois 
aux  surfaces  diamétrales  conjuguées  des  cordes  verticales  par  rapport  aux 
deux  surfaces  proposées.  I/interseclion  D  de  ces  deux  surfaces  diamétrales 
se  projette  horizontalement  suivant  une  ligne  (/,  qui  pa?se  évidemment  par /??. 
C'est  cette  ligne  d  qui  constitue  la  ligne  de>  points  double?  en  projection 
horizontale.  En  prenant  son  intersectidu  avec  la  projection  horizontale  de  G, 
on  obtient  les  points  doubles  eux-mêmes. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  surfaces  S  et  Si  sont  des  (juadriques.  les 
surfaces  diamétrales  sont  de>  plans  (  t.  11.  n°463i;  donc,  la  ligne  des  points 
doubles  est  une  droite. 

4"  Points  les  pins  liants  et  les  plus  bas.  les  plus  à  droite  et  les  plus  à 
gauche.  —  Les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  de  la  projection  horizon- 
tale, par  exemple,  sont  ceux  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
Dans  l'espace,  la  tangente  doit  être  de  front.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  plans  tangents  aux  surfaces  aient  leurs  frontales  parallèles, 
ce  que  l'on  reconnaît  à  ce  que  les  traces  verticales  sont  parallèles. 

Les  points  les  plus  à  droite  et  les  plus  à  gauche  des  deux  projections  sont 
caractérisés  par  la  condition  d'avoir  une  tangente  |)erpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre.  Dans  l'espace,  en  un  tel  point,  la  tangente  est  de  profil.  On  peut 
dire  aussi  que  le  plan  des  normales  doit  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
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Ces  points  et  les  précédents  «ont  intéressants  en  ce  qu'ils  limitent  la  courbe 
clans  deux  direction*  particulières  de  l'épure.  Mais,  leur  inipoftance  n"est 
toutefois  pas  très  grande.  Au  surplus,  ils  sont  souvent  très  difficiles  à  déter- 
miner. 

9.  Branches  infinies.  —  A  la  liste  des  points  remarcjuables.  il  con- 
vient d'ajouter  les  points  à  l'infini  de  Cinterseclion.  La  construr- 
lion  des  branches  infinies  et  des  asymptotes  correspondantes  présente 
évidemment  une  imjjortance  ca])itale,  au  |)oinl  de  vue  de  la  forme  de 
la  courbe. 

Pour  a^oii-  les  di/erfions  asymptotiqitcs,  on  prend  l' intersection 
des  cônes  des  directions  asymptoticjues  des  deux  surfaces  (t.  11. 
n°  Î^SV)")  en  donnant  à  ces  cônes  le  même  sommet.  (>haqiie  i;énéra- 
trice  commune  G  est  une  direction  asymptotlque.  Pour  ayoir 
l'asymptote  correspondante,  on  applique  la  méthode  de>  plans 
tangents  (n°  6),  c'est-à-dire  qu'o/t  prend  l'intersection  des  plans 
asymptotes  aux  deux  surfaces  correspondant  à  la  direction  G.  On 
peut  quelquefois  simplifiée  cette  dernière  construction,  en  rempla- 
çant les  surfaces  proposées  par  des  surfaces  plus  simples  qui  leur 
sont  asvmplotes,  c'est-à-dire  tangentes  tout  le  long  de  la  courbe  de 
linfini.  Il  en  est  ainsi,  en  [larticulier,  lorsque  les  surfaces  données 
sont  des  quadricjues:  on  peut  i-emplacer  chacune  d'elles  par  son 
cône  asymptote. 

10.  Branches  virtuelles.  —  Supposons  que  les  deux  suifaces  pro- 
posées aient  un  plan  de  symétrie  horizontal  commun  H.  Ce  sera 
évidemment  un  |)lan  de  svmétrie  pour  la  courbe  G.  Deux  points 
symétriques  M  et  M  se  projettent  horizontalement  au  même  point  m. 
Tous  les  points  de  la  projection  horizontale  doivent  doiu-  être  consi- 
dérés comme  des  points  doubles  apj)arents  (^n"  8). 

Si  le  point  M  est  imaginaire,  le  point  M  est  iuiaguiaire  ciuijugué 
et  la  droite  (jui  les  joint  est  réelle  (^1.  H,  n"  74-).  La  trace  de  cette 
droite  sur  le  plan  horizontal,  c'e>t-à-dire  le  point  m,  est  égalcmeut 
réelle.  On  voit  donc  qu'il  peut  exister  des  |H")inls  réels  de  la  projec- 
tion horizontale  ne  correspondant  à  aucun  point  réel  de  la  courbe 
de  l'espace.  Ces  points  constituent  ce  qu'on  apjielle  des  branches 
virtuelles.  Ces  brauches  ne  doivent  évidemment  pas  flgtircr  dans 
l'épure  termim'-e.  Néanmoins,  il  pciil  clr<'  utile  de  les  tracer  au 
crayon,  tout  au  moins  m   |>ailic.  alin  de  mieux  guidi  r  lo  cxiremilés 
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des  branches  réelles.  En  outre,  il  arrive  que  la  projection  horizon- 
tale complète  est  une  conique  (si  la  courbe  dans  l'espace  est  du 
quatrième  degré).  Dans  ce  cas,  il  y  a  lieu  de  déterminer  les  éléments 
de  cette  conique,  parce  qu'ils  permettent  facilement  son  tracé;  et 
alors,  on  ne  distingue  pas,  pour  cette  détermination,  les  branches 
virtuelles  des  branches  réelles.  En  particulier,  il  est  utile  de  savoir 
déterminer  les  asymptotes  des  branches  virtuelles .  auxquelles  la 
méthode  générale  précédente  ne  s'applique  pas,  puisque  les  direc- 
tions asjmptotiques  correspondantes  de  l'espace  sont  imaginaires. 
Voici  la  méthode  qu'on  peut  alors  a[)pliqiier. 

Soit  une  direction  asymptotique  d  dune  branche  virtuelle.  Tout  plan  ver- 
tical V,  dont  la  trace  horizontale  o  est  parallèle  à  r/,  coupe  la  courbe  C  en 
deux  points  à  linfini  imaginaires  conjugués.  Pour  que  Ô  soit  une  asymptote, 
il  faut  et  il  suffit  que  V  coupe  C  en  quatre  points  à  l'infini  deux  à  deux  imagi- 
naires conjugués.  On  est  donc  ramené  à  trouver  des  plans  verticaux  coupant 
S  et  Si  suivant  des  courbes  ayant  en  commun  deux  ou  quatre  points  à 
l'infini.  Bornons-nous  à  indiquer  la  solution  dans  le  cas  de  deux  quadriques. 

Four  avoir  les  directions  asymploliques.  il  faut  chercher  les  plans  verticaux 
V  coupant  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  ayant  mêmes  points  à 
l'infini,  cest-à-dire  suivant  des  coniques  homothétiques  (t.  If,  n°  409).' 
A  cet  effet,  on  peut  remplacer  chaque  surface  par  une  quadrique  homothé- 
tique,  par  exemple  par  son  cône  des  directions  asymptotiques,  lorsqu'il  est 
réel.  Pour  mettre  en  évidence  les  deux  plans  cherchés,  on  circonscrit  ces 
deux  quadriques  S'  et  S',  homothétiques  aux  proposées  à  une  troisième 
quadrique  Q.  Elles  se  coupent  alors  suivant  deux  coniques  (t.  II,  n"  492), 
dont  les  plans  sont  les  plans  \  cherchés.  On  peut  aisément  démontrer  ([ue  la 
quadrique  Q  existe  toujours,  en  vertu  de  lexistence  du  plan  de  symétrie 
commun  H.  Quant  à  sa  construction,  elle  n'est  simple  que  dans  le  ca*  où  les 
quadriques  données  sont  de  révolution  ;  on  peut  alors  prendre  pour  Q  une 
sphère  quelconque  inscrite,  par  exemple,  à  S.  Nous  reviendrons,  avec  plus  de 
détails,  sur  ce  cas,  au  Chapitre   \  . 

Une  fois  qu'on  a  obtenu  une  direction  asymptotique  f/,  pour  avoir  l'asymptote 
correspondante  ô,  il  faut  chercher  un  plan  V  parallèle  à  c?,  coupant  S  et  Si 
suivant  deux  coniques  ayant  leurs  quatre  points  d'intersection  à  l'infini, 
c'est-à-dire  suivant  deux  coniques  homothétiques  et  concentriques.  A  cet 
effet,  on  trace  les  deux  diamètres  conjugués  du  plan  vertical  passant  par  d, 
par  rapport  aux  deux  quadriques  pioposées  Ces  deux  diamètres  se  rencontrent 
en  un  certain  point  O  (car  ils  sont  tous  deux  dans  le  plan  H,  qui  est  diamé- 
tral conjugué  des  cordes  verticales  :  cf.  t.  II.  n"  464j.  Le  plan  V  passant  par 
ce  point  répond  évidemment  à  la  question,  de  sorte  qu'on  a  l'asymptote 
cherchée  en  menant  une  parallèle  à  d  par  la  projection  horizon- 
tale de  O.  ' 
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11.  Ponctuation.  —  Supposons  que  les  surfaces  S  el  S,  limitent 
respectivenienl  deux  corps  solides  opaques  (  '  ).  Leui'  intersection  étant 
supposée  construite,  on  peut  représenter  Tune  ou  l'autre  des  trois 
combinaisons  suivantes  : 

I.  Ensrmhle  des  deux  solides.  —  Voici  les  règles  à  suivre  pour 
faire  la  ponctuation. 

a.  On  j)onctiie  les  contours-  apparents  des  deux  surfaces,  ainsi 
que  linteisection  C,  en  ne  regardant  comme  vus  que  les  points 
qui  sont  vus  à  la  fois  sur  les  deux  surfaces. 

b.  On  enlève  (-)  les  parties  des  contours  apparents  de  chaque 
surface  qui  sont  intérieures  au  corps  solide  limité  par  Vautre 
surface. 

II.  Partie  de  S  extérieure  à  S|.  —  a.  On  ponctue  les  contours 
apparents  des  deux  surfaces,  ainsi  que  V intersection  C,  en  ne 
s' occupant,  p^ur  la  visibilité,  que  de  S;  c  est-à-dire  qu^  un  point 
est  vu  s'il  est  vu  sur  cette  surface,  quand  bien  même  il  serait 
caché  sur  S,. 

b.  On  enlève  les  parties  des  contours  apparents  de  S  intérieures 
au  corps  solide  limité  par  S,,  ainsi  que  les  parties  des  contours 
apparents  de  S,  extérieures  au  corps  solide  limité  par  S. 

c.  On  trace  en  trait  plein  certaines  fractions  de  lignes,  qui 
étaient  primitivement  cachées  sur  S,  mais  qui  font  maintenant 
partie  du  contour  apparent,  au  titre  de  lignes  d'arrêt  (n°  3),  par 
suite  de  la  suppression  de  certaines  parties  de  S. 

III.  Solide  commun.  —  a.  On  ponctue  les  contours  apparents 
des  deux  surfaces,  ainsi  que  l'intersection  C,  en  regardant 
comme  vu  tout  point  qui  est  vu  sur  l'une  ou  l'autre  des  deux 
surfaces. 

b.  On  enlève  les  parties  des  contours  apnarents  de  chaque  sur- 
face e.rtérieures  au  corjts  solide  limité  par  l'autre. 

c.  On   trace  en    trait  plein  certaines  fractions  de    lignes    qui 


(')  C'est  la  ronvenlinii  hahiliielleiiienl  adoplée.  On  peut  aussi  supposer  t|nc  les 
deux  surfaces  sont  n'-alisécs  malériclleiiionl,  avec  une  épaisseur  inliuinicnt  petite, 
en   les  ronsi(ièr.int.  en  outre,  soil  contnic  opaques,  soit  couinic  lran<paronlos. 

(^)  On  les  trace  iialiituclleijient  en  trait  mixte  lin. 
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deviennent  vues,  comme  faisant  parlie  du  nou\'eau  contour  appa- 
rent^ ainsi  qu'il  a  été  expliqué  pour  le  cas  II. 

Dans  l'application  pratique  de  ces  règles,  il  est  nécessaire  d'esquisser 
la  ponctuation  au  crayon,  a\ant  la  mise  à  l'encre  définitive,  à  cause 
de  la  règle  c  des  cas  II  et  III.  Si  l'on  ne  prend  pas  cette  précaution, 
on  s'expose  à  tracer  en  pointillé  des  portions  de  lignes  qu'il  faut 
ensuite  tracer  en  trait  plein.  D'ailleurs,  la  ponctuation  est  toujours 
une  opération  assez  délicate,  pour  qu'il  ne  soit  pas  inutile  de  l'arrêter 
avec  soin  au  crayon,  avant  de  la  passer  définitivement  à  l'encre. 

Les  règles  que  nous  venons  de  donner  ont  simplement  p<:)ur  but  de 
faciliter  la  besogne.  Elles  peuvent  être  inutiles  pour  ceux  qui  voient 
aisément  dans  l'espace  et  qui  peuvent  se  figurer  tout  de  suite  l'aspect 
définitif  de  la  combinaison  de  corps  solides  qu'il  s'agit  de  repré- 
senter. Mais,  pour  cela,  il  faut  avoir  une  grande  imagination  visuelle; 
aussi,  croyons-nous  qu'il  est  toujours  prudent  d'appliquer  les  règles, 
sauf  si  l'épure  est  excessivement  simple. 
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POLYÈDRES.    PRISMES    ET    PYRAMIDES. 


12.  Polyèdres.  —  Un  polyèdre  se  représente  par  les  projections  de 
ses  arêtes. 

Dans  le  cas  d\in  polyèdre  convexe,  la  ponctuation  des  arêtes,  ainsi 
que  de  toute  figure  tracée  sur  la  surface,  est  facilitée  par  les  théorèmes 
suivants  : 

Théorème  I.  —  Si  un  point  M  intérieur  à  une  face  F  est  vu  ou 
cache,  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  de  cette  face,  sauf 
peut-être  pour  certains  points  du  périmètre. 

En  ellet.  remarquons  d'abord  qu'en  vertu  de  la  convexité  du  polyèdre,  toute 
demi-droite  qui  en  sort  n'y  rentre  jamais.  Il  en  résulte  que  si  un  point  M  de 
la  surface  est  caché,  en  projection  horizontale  par  exemple,  le  point  M'  situé 
à  une  distance  infiniment  petite  au-dessus  de  lui  est  intérieur  au  poljrèdre, 
car,  s'il  ne  l'était  pas,  la  demi-verticale  ascendante  issue  de  M  serait  tout 
entière  extérieure  et  le  point  M  serait  vu. 

Cela  posé,  prenons,  à  l'intérieur  de  F,  une  aire  A  comprenant  M  et  dont  le 
périmètre  P  soit  très  voisin  du  périmètre  Q  de  F,  tout  en  n'ayant  avec  lui 
aucun  point  commun.  Prenons  ensuite,  à  la  distance  e  au-dessus  de  A  et 
de  M.  l'aire  A'  et  le  point  M'.  Si  t  est  assez  petit,  l'aire  A'  est  tout  entière 
intérieure  ou  tout  entière  extérieure  au  polyèdre,  car,  si  le  plan  de  A'  ren- 
contre la  surface  du  |)olyédre,  ce  ne  peut  être  que  suivant  une  ligne  L  qui 
tend  vcr->  Q,  quand  £  tend  vers  zéro  et  qui  finit,  par  conséquent,  par  enve- 
lopper complètement  A'. 

Dès  lors,  si  M  est  caché,  M'  e*t  intérieur  au  polyèdre  et.  par  suite,  aussi 
toute  l'aire  A'  ;  d'où  il  résulte  que  toute  Taire  A  est  cachée.  Si,  au 
contraire.  M  est  vu.  M'  est  exti-rieur  au  polyèdre,  donc  aussi  A'  et  toute  l'aire 
A  est  vue. 

Notre  raisiinnemcnl  est  \alal)lc  si  voisin  que  I*  soil  de  Q.  pourvu  qu'il  n'ait 
a\er  lui  aucun  point  comuiiin.  Honr.  loule  la  face  F  est  vue  ou  cachée  en 
Miènn    ieinp<    que   M,  à    lexeeplioii  petit-èlic  de  certaines  parties  de  Q. 

c.  g.  r.  I). 
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Théorème  IL  —  Si  un  point  N  du  périmètre  Q  est  caché,  il  en 
est  de  même  de  F. 

En  effet,  nous  pouvons  trouver,  au-dessus  de  N,  un  point  I\'  intérieur  au 
polyèdre.  Tout  autour  de  ce  point,  nous  pouvons  prendre  une  petite  aire  hori- 
zontale a  intérieure,  elle  aussi,  au  polyèdre.  Nous  pouvons  ensuite  choisir, 
à  l'intérieur  de  F,  un  point  iVl  qui  soit  au-dessous  d'un  point  de  a  et  qui 
soit,   par  conséquent,  caché.    Nous  sommes,  dès  lors,  ramenés  au  théorème  I. 

Théorème  III.  —  Si  un  point  N  du  périmètre  Q  est  vu  et  ne  fait 
pas  partie  du  contour  apparent,  la  face  F  est  xnie. 

En  effet,  reprenons  la  démonstration  précédente,  en  supposant,  celte  fois, 
l'aire  a  extérieure  et,  en  outre,  ce  qui  est  permis  en  vertu  de  la  convexité  du 
polyèdre,  à  une  distance  infiniment  petite  au-dessus  de  N.  Si  F  était  cachée, 
on  pourrait  y  prendre  un  point  M  caché  et  au-dessous  d'un  point  M' de  a. 
Comme  M'  est  extérieur  au  polyèdre,  la  verticale  MM'  sortirait  nécessaire- 
ment du  solide  en  un  point  M"  compris  entre  M  et  M'  et,  par  suite,  infiniment 
voisin  de  M.  Gomme  on  peut  supposer  M  aussi  voisin  qu'on  le  veut  de  N,  on 
voit  que  la  corde  MM'  tendrait  vers  zéro,  quand  M  tendrait  vers  N.  Ce 
<lernier  point  apjiartiendrait  donc  bien  au  contour  apparent.  c.  Q.  F.  D. 

13.  Intersection  d'une  droite  et  d'un  polyèdre.  —  On  cherche  suc- 
cessivement les  intersections  de  la  droite  avec  toutes  les  faces  du 
polyèdre,  problème  élémentaire  que  l'on  sait  résoudre,  en  coupant, 
par  exemple,  par  un  plan  auxiliaire  quelconque  contenant  la 
droite.  Si  le  polyèdre  est  convexe,  le  nombre  des  points  d'inter- 
section est  égal  à  zéro  ou  à  deux. 

Pour  ponctuer,  on  représente,  par  exemple,  la  partie  de  la  droite 
extérieure  au  polyèdre.  A  cet  effet,  on  enlève  tous  les  segments 
intérieurs  au  polyèdre  (').  Puis,  on  ponctue  tous  les  segments  restants, 
en  remarquant  que,  pour  chacun  d'eux,  la  ponctuation  ne  peut 
changer  qu'en  traversant  une  arête  de  contour  apparent  ;  de  sorte 
qu'il  suffît,  pour  être  fixé,  de  prendre  un  point  quelconque  du 
segment  et  de  rechercher  s'il  est  vu  ou  caché  (-). 

14.  Intersection  de  deux  polyèdres.  —  Pour  trouver  l'intersection 
de  deux  polyèdres  P  et  P,,  on  peut  chercher  les  intersections  des 


(')  tresL-à-dire  qu'on  les  trace  en  trait  mixte  (11°  II). 

(')  Pour  cela,  on  coupe  le  polyèdre  par  la  verticale  du  point  et  l'on  regarde  si 
celui-ci  se  trouve  au-dessus  de  tous  les  points  d'intersection,  auquel  cas  il  est  vu. 
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faces  de  Vun  avec  les  faces  de  l'autre  ou  bien  chercher  \es  poi/its 
de  rencontre  des  arêtes  de  P  avec  les  faces  de  Pi  et  des  arêtes 
de  P,  avec  les  faces  de  P.  La  première  mélhode  est  i;énér;ileinenl 
plus  simple,  parce  fpie  le  nombre  des  faces  est  inférieur  au  nombre 
des  arêtes.  Quelle  que  soit  la  méthode  adoptée,  il  faut  bien  prendre 
garde  de  n'oublier  aucune  des  combinaisons  de  faces  ou  bien  de  faces 
et  d'arêtes  susceptibles  de  donner  cpielque  chose  dans  l'intersection. 
A  cet  efTet,  il  est  bon  de  préparer  un  tableau  où  figurent  toutes  les 
combinaisons  de  faces,  par  exemple.  fViis,  on  marque  du  signe  — 
toutes  celles  qui  ne  donnent  rien  ('),  en  indiquant,  pour  les  autres, 
les  segments  obtenus,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  sont  construits. 

Jonction  des  points.  —  L'intersection  est  constituée  par  une  ou 
plusieurs  lignes  brisées,  dont  les  côtés  sont  donnés  par  la  première 
des  méthodes  ci-dessus  et  les  sommets  par  la  seconde.  La  limitation 
des  côtés  et  la  jonction  des  sommets  exigent  une  assez  grande  atten- 
tion et  doixent  être  effectuées  a\ec  méthode.  En  particulier,  si  l'on 
a  seulement  déterminé  les  sommets,  il  faut  prendre  garde  de  ne  pas 
joindre  deux  sommets  non  consécutifs,  c'est-à-dire  situés  dans  deux 
faces  différentes  de  l'un  des  polyèdres,  en  dehors  de  l'arête  intersec- 
tion de  ces  faces. 

Pour  être  sûr  de  ne  pas  se  tromper,  on  peut  suivre  la  marche 
suivante  :  On  part  de  l'intersection  D  d'une  face  F  de  I*  avec  une  face 
F,  de  [*).  On  v  prend  un  point  M,  qui  soit  intérieur  à  la  fois  aux  deux 
faces.  Puis,  partant  de  ce  point,  on  suit  la  droite  D  jusqu'à  ce  qu'on 
rencontre  une  arête  A  appartenant  à  lune  des  deux  faces,  soit,  par 
exemple,  à  F.  A  partir  de  ce  moment,  on  quitte  la  face  F\  poui" 
passer  sur  la  face  consécutive  F'  de  P,  tout  en  restant  sur  la  face  F,. 
On  suit  alors  l'intersection  de  ces  deux  faces,  jusqu'à  ce  (ju'on 
rencontre  une  nouvelle  arête  et  ainsi  de  suite.  Ou  eonliuue  de  la 
sorte  jusqu'à  ce  ([ii'oii  ait  >y\\\\  tous  les  côti'-s  nu  passe  piir  tiui> 
les  souimels. 

Il  n<;iit  se  faire,  louleliu>.  (pie  le  j)n|\i;one  se  ferme  axant  (pidn 
soit  arrivé  à  ce  résultat.  Dans  ce  cas,  on  recommence,  en  parlant  d  un 
des  côtés  reslant>  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  épuisement  complet  de  tous 
les  côtés  et  somnu-ls. 


(')   On  peut  miii<|iur.  (i  priori,  ilii  si;;no —  toute  roml)inaison   di-  dcuv    tares  ijui 
n'ont  (uiciiii  point  contmun  dnns  l'une  an  moins  des  ileux  projections. 
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Une  aiilre  circonstance  particulière  qui  peut  se  présenter  est  celle  où  le  côté 
D  sort  simultanément  de  F  et  de  Fj,  en  un  point  iV  appartenant  à  une  arête 
A  de  P  et  à  une  arête  Ai  de  Pj.  Il  y  a  alois  quatre  côtés  qui  partent  de  ce  point, 
à  savoir  les  intersections  des  deux  faces  F  et  F'  adjacentes  à  A  avec  les  deux 
faces  F,  et  F',  adjacentes  à  Aj.  Le  premier,  D,  est  seul  tracé,  de  sorte  qu'on 
jieul  continuer  le  parcours  du  polygone  en  suivant  indifféremment  l'un  ou 
l'autre  des  trois  autres  côtés,  c'est-à  dire  en  quittant  l'une  ou  l'autre  des 
faces  F,  Fj  ou  en  les  quittant  toutes  deux.  Quelle  que  soit  la  combinaison 
adoptée,  Jes  deux  côtés  restants  sont  parcourus,  cette  fois  sans  ambiguïté,  à 
un  deuxième  passage  au  point  N. 

Ponctuation.  —  On  commence  par  déterminer^séparémeiit,  pour 
chaque  polyèdre,  la  liste  des  faces  vues  dans  chaque  projection.  Puis, 
on  suit  les  règles  du  n°  11. 

lo.  Prismes  et  pyramides.  —  Les  prismes  et  pyramides  sont  des 
polyèdres  ;  on  peut  donc  leur  appliquer  tout  ce  qui  vient  d'être  dit 
dans  ce  Chapitre.  En  particulier,  on  peut  appliquer  à  une  pyramide 
les  théorèmes  I  et  11  du  n"  12,  lotîtes  les  fois  que  la  base  est  un  poly- 
gone convexe,  mais  à  condition  toutefois  de  ne  considérer  qu'une 
nap]>e  de  la  pyramide,  c'est-à-dire  de  ne  pas  prolonger  les  arêtes  de 
l'autre  côté  du  sommet.  Cette  restriction  est  évidemment  inutile  dans 
le  cas  d'un  prisme. 

Pour  les  problèmes  d'intersection,  tout  en  restant  dans  le  cadre  des 
généralités  précédemment  développées,  il  y  a  lieu  de  signaler  les 
métltodes  particulières  suivantes. 

Pour  trouver  V intersection  tV une  droite  et  d'une  pyramide,  on 
coupe  par  xxw  plan  auxiliaire  contenant  la  droite  et  le  sommet  S 
de  la  pyramide.  (Si  l'on  a  affaire  à  un  prisme,  on  le  considère  comme 
une  pyramide  dont  le  sommet  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  le  plan 
auxiliaire  doit  être  parallèle  aux  génératrices  du  prisme.)  Ce  plan 
coupe  le  polygone  de  base  en  des  points  que  l'on  joint  à  S.  Les  droites 
obtenues  coupent  la  droite  donnée  aux  points  cherchés. 

16.  Intersection  de  deux  pyramides.  —  Soient  deux  pyramides  P 
et  P,,  de  sommets  S  et  S,  et  de  bases  B  et  B,.  Pour  construire  leur 
intersection,  on  emploie  la  seconde  des  méthodes  indiquées  aun"li. 
c'est-à-dire  qu'on  cherche  les  points  de  rencontre  des  arêtes  de  chaque 
pyramide  avec  les  faces  de^l'autre. 

A  cet  effet,  on  coupe  les  deux  pyramides  par  une  série  de  plans 
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auxiliaiies  A,  passant  tous  par  la  ligne  des  sommets  SS,  et  menés 
successivement  par  toutes  les  arêtes  des  deux  pyramides.  Su\i^o- 
sons,  par  exemple,  que  le  |)Iaa  A  soit  mené  pai'  l'arèle  Sm  de  W 
Il  coupe  la  !)a>e  B,  en  un  certain  nombre  de  points i/?2,,  n^.  v\v. 
Joignons  ce>  points  au  sommet  S,  ;  nous  obtenons  des  droites  c[ui 
rencontrent  S/«  en  autant  de  points  qui  sont  des  sommets  de  la  ligne 
polygonale  d'intersection  {fig-  i). 


Fi-.   I. 


Remarque  I.  —  Cette  méthode  est,  en  somme,  la  méthode  géné- 
rale des  surfaces  auxiliaires  exposée  au  n"  6. 

Remarque  II.  —  On  peut  dire  qu'on  a  cherché  rintersectlon 
de  la  droite  Sw  avec  P,.  en  sulxant  la  méthode  indiquée  au  numéro 
précédent. 

Remarque  III.  —  Si,  comme  il  arrive  fréquemment,  les  bases  de> 
deux  pyramides  sont  données  dans  un  même  plan  Q,  la  trace  t).  du 
plan  auxiliaire  A  sur  ce  plan  passe  par  un  point  fixe  t,  trace  de 
la  ligne  des  sommets. 

Si  les  bases  sont  dans  des  plans  différents  (^  et  Q,.  ils  sont  percés 
par  la  ligne  des  sommets  en  deu  r  points  t  et  7, .  par  lesquels  passent 
respectivement  tes  traces  de  A  sur  Q  et  su/-  Q,.  Les  traces  homo- 
logues 7'/.  et  a-,  A|  se  rencontrent  en  un  point  variable  tA  île  l'inter- 
section I)  (les  plans  Q  et  Qt  {fig-  2). 

Rem'fr/ue  l\  ,  -  Si  i*,  est  un  priMur.  S,  ol  à  linlini  ;  la  li>;uc 
des  sommets  rst  la  parallrli'  aux  drctcs  du  prisme  menée  par  le 
sommet  de  la  pyriimidc. 
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Si  P  et  P,  sont  des  prismes,  la  lii;ne  des  sommets  est  rejetée  à 
l'infini  ;  les  plans  auxiliaires  sont  pata Hèles  aux  arêtes  des  deux 
prismes.  Leurs  traces  sur  le  plan  de  base  Q,  par  exemple,  sont  paral- 


Fi-r.  2. 


lèles  à  une  direction  fixe  o,  obtenue  en  menant  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace  des  parallèles  aux  arêtes  des  deux  prismes  et 
joignant  les  traces  de  ces  parallèles  sur  le  plan  Q. 


17.  Plans  limites.  —  Pour  plus  de  simplicité,  supposons  que  les 
deux  bases  soient  dans  un  même  plan  Q.  Pour  qu'un  plan  auxiliaire 
A  donne  quelque  chose  dans  l'intersection,  il  faut  et  il  suffit  que  sa 
trace  o-À  sur  Q  coupe  à  la  fois  les  deux  bases  B  et  B,.  Dès  lors,  la 
trace  o-^o  d'un  plan  limite  est  caractérisée  par  la  condition  qu'o//  peut 
trouver  une  droite  infiniment  voisine  ta'  passant  par  a  et  ne  cou- 
pant plus  Vune  des  bases,  tandis  que  tAo  continue  à  les  couper 
toutes  deux  {Jig'.  i).  La  base  qui  cesse  d'être  coupée  par  -ta'  a  néces- 
sairement un  sommet  «o  '^ur  tAq-  On  dit  que  le  plan  tÀo  est  limite 
pour  la  pyramide  correspondante  {cf.  n"  7).  Il  peut  arriver  qu'un 
plan  soit  Jimite  à  la  fois  pour  les  deux  pyramides.  Dans  ce  cas, 
tÀq  passe  à  la  fois  par  un  sommet  de  B  et  par  un  sommet  de  B,.  Les 
arêtes    qui    aboutissent    à    ces    deux    sommets    se    renconii  ent 

Il  est  toujours  très  facile  d'obtenir  les  plans  limites.  Il  suffit  de 
faire  tourner  une  droite,  d'une  manière  continue,  autour  du  point  a-. 
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Dès  qu'elle  cesse  de  rencontrer  une  des  bases,  elle  donne  une  trace 

de  plan  llmile. 

Fig.  3. 

5. 


Dans  le  cas  où  les  plans  de  base  sont  différents,  on  procède  d'une 
manière  analogue,  au  moyen  des  traces  âtu  et  À|  t,  -j.. 


18.  Jonction  des  points.  —  Quand  on  a  obtenu  tous  les  sommets 
du  polygone  d'intersection,  on  effectue  leur  jonction  systématique  de 
la  manière  suivante. 

On  part  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  ^I.  On  prend  les  points 
correspondants  m  et  //?,  des  deux  bases.  Puis,  on  fait  parcourir  par 
ceux-ci  leurs  polygones  de  bases  respectifs,  en  les  assujettissant  à  se 
trouver  constamment  dans  un  même  plan  auxiliaire,  c'est-à-dire  sur 
une  même  trace  ri/,  ou  sur  des  traces  homologues  tau,  1^'/.^'J..  Cliaque 
fois  que  l'un  d'eux  passe  j)ar  un  sommet  de  la  base  qu'il  décrit,  on 
trouve,  sur  l'arête  aboutissant  îx  ce  sommet,  un  sommet  du  polygone 
d'intersection  ;  on  le  numérote,  en  faisant  succéder  les  numéros 
consécutifs  dans  l'ordre  naturel. 

Lorsque  le  point  w,  par  exemple,  arrive  à  un  plan  qui  est  limite 
pour  P,  et  non  pour  P,  il  doit  rebrousser  chemin  ^ur  la  base  B,  le 
point  /;?,  ("ontinuant  à  parcourir  B,  dans  le  même  sens.  Si  le  plan  est 
limite  à  la  fois  pour  P  et  pour  P,,  il  y  a  trois  manières  de  continuer 
la  jonction  :  on  peut  faire  rebrousser  chemin  à  //j,  ou  bien  à  //i,,  ou 
bien  à  ni  1  un  ni  liuitre.  (On  se  trouve  alors  dans  le  cas  de  rencontre 
de  deux  arêtes  signalé  au  n"  i\A 

\,  Quand  on  retombe  sur  le  point  M  <h'  (bparl,  cela  indicjue  la  ferme- 
ture du  polygone.  En  général,  si  l'on  \eul  cimlinuer  le  parcours,  on 
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décrit  nécessairement  le  polygone  cléja  parcouru.  Dans  ce  cas, 
s'il  l'esté  des  points  non  numérotés,  on  prend  l'un  quelconque  d'entre 
eux  comme  nouveau  point  de  départ  el  Ion  recomuience  ainsi  ju^qu'à 
épuisement  complet  de  tous  les  points. 

Il  peut  arriver  qu'en  retombant  sur  le  point  M  de  départ,  on  puisse 
continuer  le  parcours,  sans  retrouver  des  sommets  déjcà  numérotés  de 
l'intersection.  Cela  indique  que  le  point  M  est  un  point  de  rencontre 
de  deu-v  arêtes,  c'est-à-dire  que  le  plan  auxiliaire  correspondant  est 
limite  à  la  fois  pour  les  deux,  pyramides.  Quatre  côtés  sont  issus  de 
ce  point  ;  deux  d'entre  eux  viennent  d'être  parcourus,  on  s'engage 
sur  l'un  quelconque  des  deux  qui  restent  et,  lorsqu'on  revient  de 
nouveau  au  point  M,  c'est  en  parcourant  le  quatrième  côté.  A  ce 
moment-là,  le  polygone  est  définitivement  fermé  et,  s'il  reste  des 
sommets  non  numérotés,  il  faut  prendre  l'un  d'eux  comme  nouveau 
point  de  départ,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  précédemment. 

Quand  tous  les  sommets  sont  numérotés,  on  les  joint  dans  l'ordre 
des  numéros. 

19.  Pénétration  et  arrachement.  —  Supposons  les  deux  bases 
convexes.  On  dit  qu'il  y  a  arrachemenl  lorsque  l'intersection  ne 
comprend  qu'un  seul  polygone.  On  dit,  au  contraire,  qu'il  y  ^  pcné- 
tralioii  lorsqu'elle  se  compose  de  deux  polygones  fermés.  Dans  ce 
dernier  cas,  il  y  a  une  des  pyramides,  P  par  exemple,  qui  pénétre 
dans  l'autre,  en  y  faisant  un  trou,  dont  les  deux  polygones  bordent 
les  deux  ouvertures.  Chaque  arête  de  P  rencontre  chaque  polygone 
en  un  seul  point  ;  au  contraire,  chaque  arête  de  P|  rencontre  un  seul 
des  deux  polygones  en  deux  points  ou  bien  ne  les  rencontre  ni  l'un 
ni  l'autre. 

On  peut  donner  des  règles  permettant  de  reconnaître,  a  priori,  par 
la  disposition  des  plans  limites,  dans  quel  cas  on  se  trouve.  Mais, 
cela  n'a  pas  un  grand  intérêt  pratique,  car  on  s'en  aperçoit  toujoairs, 
en  faisant  la  jonction  des  points. 

20.  Ombres.  —  (luand  un  polyèdre  convexe  est  éclairé  par  une 
source  lumineuse  L,  chacune  de  ses  faces  F  est  ou  bien  totalement 
éclairée  ou  bien  totalement  dans  VombrCi  sauf  peut-être  les  arêtes 
qui  la  limitent.  Cela  résulte  du  théorème  I  du  n°  12,  qui  s'applique 
évidemment  pour  une  projection  conique. 
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De  même,  eu  vertu  du  lliéorème  II,  si  un  point  du  périmètre  de 
F  est  dans  V ombre ^  il  en  est  de  même  de  toute  cette  face.  En  vertu 
du  théorème  III,  si  un  point  du  périmètre  est  éclairé  et  n'appar- 
tient pas  à  la  ligne  d^ ombre  propre^  toute  la  face  est  éclairée. 

La  ligne  d'  ombre  propre  est  constituée  par  l'ensemble  des  arêtes 
qui  séparent  les  faces  éclairées  des  faces  dans  l'ombre. 

Le  cône  d'ombre  est  une  pyramide  ayant  pour  sommet  L  et  >"ap- 
puyant  sur  la  lii;ne  d'ombre.  En  prenant  sa  trace  sur  un  plan,  on  a 
l'ombre  portée  j)ar  le  polyèdre  sur  ce  plan.  En  prenant  son  intersec- 
lion  avec  un  autre  poljèdre,  on  a  l'ombre  portée  par  le  premier  sur 
le  second.  Si  l'ombre  est  au  soleil,  la  pvraïuide  est  un  prisme. 


CHAPITUE  m. 

CÔNES    ET    CYLINDRES. 


21.  Point  coiu'ant  et  plan  tangent  en  ce  point.  —  Ln  cône  est 
habituellement  défini  par  son  sommet  S  et  par  une  courbe  direc- 
trice C  ou  par  une  surface  inscrite  S.  Lorsque  la  courbe  C  est 
plane,  elle  porte  plus  spécialement  le  nom  de  base. 

Pour  trouver  un  point  quelconque,  on  prend  une  génératrice  quel- 
conque G,  obtenue  enjoignant  S  à  un  point  quelconque  N  de  C  ou 
en  menant  par  S  une  tangente  quelconque  à  H.  Puis,  on  prend,  sur  G, 
un  point  quelconque  M.  Pour  avoir  le  plan  tangent  en  ce  point,  on 
se  rappelle  qu'il  est  le  même  tout  du  long  de  G  et  l'on  prend  le  plan 
tangent  à  i]  en  son  point  de  contact  avec  G,  ou  bien  le  plan  tangent 
en  N,  lequel  est  déterminé  par  la  tangente  en  N  à  C  et  la  droite  G  ('). 

22.  Problèmes  sur  les  plans  tangents.  —  ProblIcme  I.  —  Mener  les 
plans  tangents  à  un  cône  par  un  point  donné  P. 

Tout  plan  tangent  passant  par  le  sommet,  on  est  ramené  à  mener 
par  SP  les  plans  tangents  à  C  ou  à  S.  Bornons-nous  à  indiquer  la 
construction  dans  le  cas  de  la  base  plane. 

On  prend  la  trace  Q  de  SP  sur  le  plan  de  base;  puis,  on  mène,  par 
ce  point,  les  tangentes  à  la  base.  Chacune  de  ces  tangentes  déter- 
mine, avec  la  génératrice  aboutissant  à  son  point  de  contact,  un  des 
plans  tangents  cherchés. 

Lorsque  le  point  P  est  à  l'infini,  le  problème  consiste  à  mener  les 
/dans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée.  La  solution  pré- 
cédente n'est  nullement  modifiée. 


(')  Celle  conslruclion  est  en  défaut  lorsque  les  deux  droiles  soriL  confondues.  Le 
plan  langent  est  alors  le  plan  osonlalctir  en  iN  à  C.  {Cf.,  n"  1.) 
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Lorsque  le  point  S  est  à  rinfini,  le  cône  devient  un  cylindre.  La 
solution  générale  convient  toujours.  Signalons  seulement  que,  si  P 
est  en   même   temps  à  l'infini,   c'est-à-dire  s'il  s'agit  de   mener  au 


cylindre  les  plans  tangents  parallèles  à  une  droite  D,  on  mène, 
par  un  point  quelconque  de  l'espace,  une  parallèle  à  cette  droite 
et  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre;  on  prend  la  trace  de 
leur  plan  sur  le  plan  de  base  et  l'on  mène  des  tangentes  à  la  base 
parallèles  à  cette  trace. 

23.  Applications.  —  L  Contours  apparents.  —  Pour  avoir  le 
contour  apparent  horizontal,  il  faut  chercher  les  plans  tangents 
verticaux  (n°  i).  Leurs  génératrices  de  contact  constituent  le 
contour  apparent  dans  l'espace  et  les  projections  horizontales  de  ces 
génératrices  constituent  le  contour  apparent  en  projection. 

D'après  la  solution  précédente,  on  doit  mener  la  verticale  qui 
passe  par  le  sommet  S,  prendre  sa  trace  sur  le  plan  de  base  et,  par 
cette  trace,  mener  les  tangentes  à  la  base.  Les  génératrices  aboutis- 
sant aux  points  de  contact  sont  les  génératrices  de  contour  apparent. 
Si  le  plan  de  base  n'est  pas  vertical,  les  projections  horizontales  de 
ces  génératrices  coïncident  évidemment  avec  les  projections  des  tan- 
gentes ci-dessus,  c'est-à-dire  avec  les  tangentes  à  la  projection 
horizontale  de  la  base  menées  par  la  projection  horizontale  du 
sommet.  Ceci  est  d'ailleurs  une  conséquence  du  théorème  II  du  n°  2. 
Ledit  théorème  prouve  aussi  que  la  même  conslruclion  s'applique 
dans  le  cas  où  la  directrice  C  n'est  pas  plane. 
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Si  la  courbe  C  est  clans  un  plan  vertical,  on  doit  lui  mener  des  tan- 
gentes verticales,  ce  qui  se  fait  au  moyen  de  la  projection  verticale. 
Puis,  on  joint  toujours  les  points  de  contact  au  sommet.  Si  le  c-ône 
est  défini  par  une  surface  inscrite  i^,  on  mène,  par  la  projection  hori- 
zontale s  du  sommet,  les  tangentes  au  contouf  apparent  horizontal 
de  S,  conformément  au  théorème  III,  du  n°  2. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  le  contour  apparent  hori- 
zontal se  répète  pour  le  contour  apparent  vertical,  en  échangeant 
simplement  les  rôles  du  plan  horizontal  et  du  plan  vertical. 

Sur  la  figure  5,   nous  avons  indiqué  la  construction  des  contours 

Fig.  5. 


apparents  d'un  cône,  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal.  Nous 
avons  tracé  en  pointillé  la  [)rojection  verticale  du  contour  apparent 
horizontal  et  la  projection  horizontale  du  contour  apparent  vertical. 

II.  Ombres.  —  Si  le  point  P  envisagé  plus  haut  est  une  source 
lumineuse,  les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  sont  les 
génératrices  d' ombre  propre.  Les  traces  des  plans  tangents  sur  un 
des  plans  de  projection  délimitent  V ombre  portée  sur  ce  plan,  qui  est 
donc  constituée  par  un  angle  ayant  pour  sommet  la  trace  de  la 
droite  SP. 
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2i.  PiiOHLKMK  II.  —  Reconnaître  si  deux  cônes  ont  un  plan  tangent 
commun  et  trouier  ce  plan.  —  Si  deux  cônes,  de  sommets  S  et  Si,  ont  un 
plan  tangent  commun  Q,  ce  plan  doit  passer  par  chacun  des  sommets.  On  est 
ainsi  conduit  à  mener  à  l'un  des  cônes  les  plans  tangents  qui  passent  par 
le  sommet  de  Vautre.  En  général,  aucun  de  ces  plans  u'csl  tangent,  en  même 
temps,  au  deuxième  cône,  de  sorte  que  le  problème  ne  comporte  pas  de  solu- 
tion. Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  toujours  facile  de  reconnaître  si  cette  solution 
existe,  puisque  nous  savons  résoudre  le  problème  I.  En  particulier,  si  les 
deux  cônes  ont  leurs  bases  dans  un  même  plan,  il  suflit  de  voir  si  l'on  peut 
mener,  par  la  trace  de  SS|  sur  ce  plan,  une  tani;ente  commune  aux  deux 
bases. 

Signalons  quelques  cas  parliculiers  évidents  où  le  prid)lènie  est  certainement 
possible. 

1°  Les  deux  cônes  ont  même  sommet.  —  il  suffit  de  prendre  leurs  bases 
dans  un  même  plan  et  de  mener  les  tangentes  communes  à  ces  deux  bases. 
Chacune  d'elles   détermine,  avec  le  sommet  commun,  un  des  plans  demandés. 

2"  Les  deux  cônes  ont  même  courbe  directrice  ou  même  surface  ins- 
crite. —  Il  suffit  de  mener,  par  la  ligne  des  sommets,  les  plans  tangents  à 
cetle  ligne  ou  à  cette  surface. 

3"  Les  deux  cônes  sont  homolhê tiques. —  Ce  cas  rentre  dans  le  procèdent, 
car  les  deux  cônes  ont  même  base  dans  le  plan  de  l'infini  (t.  H,  n°  407j.  Si  l'on 
prend  leurs  bases  dans  un  même  plan,  on  obtient  deux  courbes  homolhé- 
tiques  par  rapport  à  la  trace  de  la  ligne  des  sommets.  Toute  tangente  menée 
par  cette  trace  à  l'une  des  bases  est  aussi  tangente  à  l'autre  base  et  détermine, 
avec  la  ligne  des  sommets,  un  plan  tangent  commun. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'examiner  les  cas  particuliers  où  l'un  des 
c"mes  ou  les  deux  deviennent  des  cvlindres.   . 

Problème  III.  —  Mener  à  deux  cônes  des  plans  tangents  parallèles.  — 
Soient  les  deux  cônes  G  et  C],  de  sommets  S  et  S]  et  soient  P  et  Pj  deux 
plans  parallèles  qui  leur  sont  respeclivement  tangents.  Menons  le  cône  C 
homolbétique  de  C  et  de  sommet  S|.  Celui  de  ses  plans  tangents  qui  est 
homologue  de  P  n'est  autre  que  P|.  On  aura  donc  ce  dernier  plan  en  menant 
les  plans  tangents  communs  aux  cônes  Ci  et  C.  (|ui  ont  même  sommet.  On  est 
ramené  au  problème  H.  cas  1". 

Si  l'un  des  cônes.,  C  par  exemple,  devient  un  cylindre.,  la  coustruetiou 
précédente  ne  s'applique  pas.  Mais,  on  est  alors  ramené  à  mener  au  cône  un 
plan  tangent  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 

Si  les  deux  cônes  sont  des  cylindres,  on  doit  mener  à  chai  un  diu\  di"s 
plans  tangents  parallèles  aux  génératrices  de  l'autre. 

F^ROBi-ihiE  IV.  —  Mener  une  normale  commune  à  deux  cônes.  —  Il  suflit 
de  leur  mener  deux  plans  tangents  parallèles,  puis  de  mener  la  perpendieulain- 
coiimiiine  aux  deux  généiatriccs  de  contact. 
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2o.  Intersection  d'un  cône  avec  une  droite.  —  On  coupe  le  cône 
par  le  plan  clélerminé  par  la  clroile  D  et  le  sommet  S  du  cône 
[cf.  n"  lo  et  t.  IJ,  n"  379).  Puis,  on  prend  les  points  de  rencontre 
de  D  avec  les  généialrices  d'intersection. 

Pour  construire  pratiquement  ces  dernières,  dans  le  cas  où  l'on 
connaît  une  directrice  C,  on  cherche  les  points  de  rencontre  de  cette 
ligne  avec  le  plan  auxiliaire  et  Ton  joint  ces  points  à  S.  En  parti- 
culier, si  C  est  une  base,  on  prend  ses  points  de  rencontre  avec  la 
trace  du  plan  auxiliaire  sur  son  plan. 

Si  le  cône  est  défini  par  une  surface  inscrite,  on  considère  li  courbe 
d'intersection  de  <ette  dernière  avec  le  plan  auxiliaire  et  Ton  mène  à 
cette  courbe  les  tangentes  issues  de  S. 

Applicatioîv. —  Connaissant  une  projection  d' un  point  d'un  cône, 
trouver  l'autre.  —  Si  Ton  connaît,  par  exemple,  la  projection  ho- 
rizontale /??,  on  est  ramené  à  trouver  l' intersection  du  cône  avec  la 
verticale  du  point  m. 

20.  Section  plane  d'un  cône.  —  Soit  à  construire  Tinlersection  dun 
cône  C,  de  sommet  S,  avec  un  plan  donné  P. 

On  obtient  le  point  courant  M,  en  prenant  une  génératrice  quel- 
conque G  du  cône  et  construisant  son  intersection  avec  P.  Pour  avoir 
la  tangente  MT  en  ce  point,  on  prend  l'intersection  du  plan  tan- 
gent au  cône  le  long  de  G  avec  le  plan  P  (n"  6). 

Les  points  su/-  les  contours  apparents  sont  obtenus  en  prenant 
successivement  pour  G  toutes  les  génératrices  de  contour  apparent. 

Les  directions  asymptotiques  sont  les  génératrices  d'intersection 
du  cône  avec  le  plan  parallèle  à  P  mené  par  S  (n°  9).  Ayant  l'une 
d'elles  G,  on  a  l'asymptote  correspondante  par  la  construction 
habituelle  de  la  tangente,  c'est-à-dire  en  prenant  l'intersection  du 
plan  tangent  le  long  de  G  avec  le  plan  P. 

Dans  le  cas  où  le  cône  est  un  cylindre,  on  a  les  asymptotes  en 
prenant  les  intersections  de  P  avec  les  plans  asymptotes.  Si  l'un  de 
ceux-ci  est  rejeté  à  linfini.  la  section  a  une  liranche  parabolique, 
dont  on  obtient  la  direction  en  construisant  linlersection  de  P  avec 
le  plan  des  directions  asymptoticjues  du  cylindre. 

27.  Voici  maintenant  quelques  problèmes  qu'on  peut  se  poser  rela- 
tivement à  la  section  plane. 
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Problème  I.  —  Trouver  les  points  de  rencontre  de  la  section 
ai^ec  une  droite  T)  quelconque  du  plan  sécant.  —  On  est  ramené  au 
problème  du  n"  2o. 

Si  l'on  veut  les  points  de  rencontre  de  la  projection  horizontale., 
par  exemple,  avec  une  droite  d  donnée,  il  suffit  de  prendre,  pour  D, 
la  droite  du  plan  sécant  qui  se  projette  horizontalement  en  d. 

Prouli.me  11.  —  Mener  les  tangentes  à  la  section  par  un  point 
donné  M  du  plan  P.  —  Ces  tangentes  déterminent,  avec  le  sommet  S, 
les  plans  tangents  au  cône  menés  par  M.  Or,  nous  savons  construire 
ces  plans  (n"!2l2).  En  prenant  leurs  intersections  avec  P,  nous  aurons 
les  tangentes  demandées. 

En  prenant  M  à  l'infini,  on  sait  construire  les  tangentes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  du  plan  sécant. 

On  sait  résoudre  le  même  problème  en  projection ^  en  prenant, 
pour  M,  le  point  de  P  projeté  au  point  donné. 

A.ppLicATio>s.  —  I.  Trouve/-  les  points  les  plus  hauts  et  les  plus 
bas  des  deux  projections.  —  Par  exemple,  pour  trouver  les  points  à 
tangente  horizontale  de  la  projection  horizontale,  on  construit  les 
tangentes  à  la  section  parallèles  aux  frontales  du  plan  sécant. 

11.  Trouver  les  points  les  plus  à  droite  et  les  plus  à  gauche.  — 
Cela  revient  à  mener  à  la  section  les  tangentes  parallèles  aux 
droites  de  profil  du  plan  sécant. 

28.  Section  plane  d'un  cône  du  second  degré.  —  Si  le  cône  C  est 
du  second  degré,  la  section  est  une  conique  F,  ainsi  que  ses  deux 
projections  y  et  v'.  Il  est  utile  de  savoir  déterminer  leurs  éléments. 

Gemœ.  —  On  le  déduit  de  la  recherche  des  directions  asym|)toti- 
ques  (n°  126).  Si  le  plan  Q  parallèle  à  P  mené  par  S  coupe  le  cône 
suivant  deux  génératrices  distinctes,  F  est  une  hvpeibole,  ainsi,  par 
suite,  que  ses  deux  projections.  Si  Q  est  tangent  au  cône,  F  est 
une  parabole.  Enfin,  si  Q  ne  coupe  pas  le  cône.  F  est  une  (-nipse. 

Se<.tio\  iivi'Eiuioi.iQin:.  —  C'est  le  cas  le  plus  avantageux  au  poiul 
fie  vue  de  la  simplicité  (h's  constructions. 

On  commence  par  construire  les  asymptotes,  comme  il  a  été 
indifpK-  an  \\"^1(S.  11  siilTit  ensuilo  de  conslruirtw/// />r;//f /  <juelcou<jue.i 
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pour  avoir  tous  les  éléments  nécessaires    pour   la  construction    de 
riivperbole  {[.  II,  n°  oil). 

Si  l'on  veut  .les  axes,  on  prend  les  bissectrices  des  asvmptotes, 
soit  dans  le  plan  P,  soit  en  projection.  On  a  ensuite  les  sonuuets  par 
application  du  problème  I,  du  n"  27. 

Section  parabolique.  —  La  génératrice  G  de  contact  du  plan  Q 
avec  le  cône  donne  la  direction  de  Paxe^  aussi  bien  dans  le  plan  P 
que  dans  chaque  projection.  En  menant  la  perpendiculaire,  on  a  la 
direction  de  la  tangente  au  sommet^  laquelle  tangente  est  ensuite 
obtenue  par  application  du  problème  II.  du  n''  27.  En  menant,  par 
son  point  de  contact,  la  parallèle  à  G,  on  obtient  l'axe.  Il  suffit  en- 
suite de  construire  un  point  quelconque  de  la  parabole  (n^^  143V 

Sectio-n  elliptique.  —  G  est  le  cas  le  plus  difficile.  Les  directions 
asymptotiques  sont  imaginaires  et  1  on  ne  peut  en  déduire,  comme 
précédemment,  les  directions  des  axes.  ^  oici  deux  méthodes  permet- 
tant de  déterminer  ceux-ci. 

Première  méthode.  —  On  construit  deux  diamètres  conj ugués. 
en  menant  les  tangentes  parallèles  à  une  direction  quelconque,  ))uis 
les  tangentes  parallèles  à  la  droite  joignant  les  points  de  contact  des 
deux  précédentes.  (On  peut,  par  exemple,  utiliser  les  tangentes 
parallèles  ou  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  ;  cf.  Applica- 
tions I  et  II  du  n°  27.)  Avant  deux  diamètres  conjugués,  on  sait  en 
déduire  les  axes  (n"  14-2). 

Deuxième  méthode.  —  Sii|)posons  le  cône  défini  par  une  base  B,  dans  un 
plan  R  quelconque.  Soit  D  l'intersection  de  R  et  de  Q.  Celte  droite  renconlre 
B  en  deux  points  imaginaires  I  et  J.  Les  droites  SI,  SJ  sont  conjuguées  har- 
moniques par  rapport  à  tout  système  de  deux  droites  menées  par  S  parallèle- 
ment à  deux  diamètres  conjugués  de  la  section.  Cela  posé,  supposons,  par 
exemple,  qu'on  veuille  construire  les  axes  de  la  projection  hoiizontale.  Ces 
axes  sont  les  projections  de  deux  diaméties  conjugués;  donc,  si  on  leur  mène 
des  |)aralléles  sa,  sa'  par  la  projection  horizontale  du  sommet,  on  obtient 
Jeux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  si,  sJ ,  projec- 
tions de  SI,  SJ.  Ces  droites  sa,  sa'  sont  les  rayons  rectangulaires  de  l'involu- 
tion  dont  les  rayons  doubles  sont  si,  sj  (t.  II,  n"  Ii3).  On  a  d'ailleurs  deux 
couples  de  rayons  homologues  en  prenant,  sur  D,  deux  points  quelconques  M,  iV 
et  les  points  de  rencontre  M',N'  de  D  avec  leurs  polaires  par  rapport  à  B.  Les 
projections  de  S.M,  SM'  et  de  SN,  S.\' sont  les  couples  en  question.  On  est 
maintenant  ramené  au  problème  suivant  :   construire   les   rayons  lectangu- 


ÎO  (.HU'ITKE    m. 

laites  d'une  iiivoltition  déleriinut'e  par  deux  couj/les  de  rayons  Jioino- 
logues,  (luiii  la  solution  résulte  visiblement  du  lliéorème  V  (t.  II,  n°  oO?!, 
en  traçant  un  cercle  quelconque  passant  par  s. 

Signalons  un  cas  particulier  où  la  conslruclion  est  assez  simple.  C'est  celui 
où  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Les  droites  rectangulaires  5a, 
sa  doivent  rencontrer  D  en  deux  points  a,  a'  conjugués  par  rapport  au 
cercle  B.  Dés  lors,  le  cercle  F  de  diamètre  «a' doit  étie  orthogonal  au  cercle  B. 

D'autre  part,  l'angle  asa'  étant  droit,  ce  cercle  doit  passer  par  s.  Son  centre 
se  tjtjuve  donc  sur  l'axe  radical  du  cercle  B  et  du  cercle-point  .?.  En  prenant 
l'intersection  E  de  cet  axe  radical  avec  D,  puis  portant  les  longueurs  Ea,  Er/' 
égales  à  \Ls  et  joignant  enfin  sa,  sa',  on  a  les  directions  des  axes. 

Une /ois  connues  les  directions  des  axes,  on  mène  les  tangentes  perpen- 
diculaires (problème  II,  n°  27),  et  l'on  a  les  tangentes  aux  sommets,  les 
sommets  et  les  axes. 

Toutes  ces  conslrtutions,  sauf  la  dernière,  s'appliquent  sans  modi- 
fication lorsque  le  cône  est  un  cylindre. 

29.  Intersection  de  deux  cônes.  —  On  coupe  par  des  plans  auxi- 
liaires passant  par  la  ligne  des  sommets  SS,.  (C'est  la  même 
méthode  que  pour  l'intersection  de  deux  pyramides  :  n°  16.  D'ail- 
leurs, une  pyramide  peut  être  considérée  comme  un  cône  à  base 
polygonale.)  Ln  tel  plan  P  coupe  chaque  cône  suivanl  un  certain 
nombre  de  génératrices.  Le  point  de  rencontre  M  dune  génératrice  G 
du  premier  cône  avec  une  génératrice  G|  du  second  esl  un  poi/it 
quelconque  de  la  courbe  G  d'intersection.  Pour  construire  la  tan- 
gente en  ce  point,  on  applique  la  méthode  des  plans  tangents  (n"6), 
c'est-à-dire  qu'on  prend  l'intersection  des  plans  tangents  le  long  de  G 
et  de  G, . 

Lorsque  les  deux  cônes  sonl  donnés  par  des  bases  B  et  B,.  on  cons- 
truit une  fois  pour  toutes  les  li-aces  rj  et  5-|  de  SS|  sur  les  plans  Q 
et  Q,  de  ces  bases,  l-.es  traces  des  plans  auxiliaires  passent  par  ce> 
points  fixes  et  se  coupent  constamment  sur  l'intersection  D  de  Q  et 
de  Q,.  Nous  n'insistons  pas  davantage  sur  ces  détails  de  construc- 
tions, qui  ont  été  déjà  dévek)ppés  à  propos  de  l'intersection  de  deux 
pyramidt's  (  n"  10  ). 

Signalons  seidcmeiit  que,  pour  la  constructit>n  de  la  tangente,  il 
est  (pichpichtis  comniodc  de  considérer  les  plans  tangents  comme 
deux  cônes  de  sommets  S  ci  S,  cl  de  leur  iq)pli(pier  la  indliodc 
ci-dessus,  c'esl-à-dirc  de  les  couper  par  un  plan  auxiliaire  passant 
par  SS, . 
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30.  Plans  limites.  —  Les  plans  limites  sont  les  plans  auxiliaires 
tani^eiits  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  cônes.  On  les  obtient  en 
menant  par  n  les  tangentes  à  B  et  par  t,  les  tangentes  à  B,  el  ne 
conservant  des  premières,  par  exemple,  que  celles  auxquelles  cor- 
respondent des  plans  auxiliaires  cou|)ant  B,. 

Signalons  le  cas  particulier  oii  un  plan  est  limite  à  la  fois  pour 
les  deux  cônes.  C'est  un  plan  tangent  commun;  donc,  les  deux 
cônes  sont  tangents  en  un  point  M  situé  à  la  rencontre  des  deux 
génératrices  de  contact.  Nous  savons  que  ce  point  est  un  point  double 
de  l'intersection  (n"  6)  et  nous  savons  déterminer  les  tangentes  en  ce 
point. 

A  propos  de  ces  tangentes,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant,  tpii 
s'applique  toutes  les  fois  qu'on  a  afi'aire  à  deux  surfaces  développables  : 

Théorème.  —  Les  tangentes  au  point  douljle  sont  conjuguées  harmoni- 
ques par  rapport  aux  deux  génératrices  de  contact. 

En  clfel,  les  indicatrices  forment  un  parallélogramme,  dont  les  côlés  sont 
parallèles  aux  génératrices  de  contact  (t.  II,  n"  b7i)  el  dont  les  diagonales 
sont  les  tangentes  considérées.  Le  théorème  est.  dès  lors,  évident. 

31.  Jonction  des  points.  —  La  règle  est  exactement  la  même  que 
pour  deux  pyramides  (n"  18).  Dans  le  cas  de  deux  bases  convexes,  il 
peut  Y  avoir  pénétration  ou  arrachement  (n"  19).  suivant  que  les 
plans  limites  sont  tangents  au  même  cône  ou  à  des  cônes  différents. 
Le  cas  intermédiaire  est  celui  du  plan  limite  commun,  c'est-à-dire  du 
point  double. 

32.  Points  remarquables.  —  i"  Points  limites.  —  Ils  sont  donnés 
parles  plans  limites.  En  chacun  d'eux,  la  tangente  est  la  génératrice 
d'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  le  cône  pour  lequel  il  n'est  pas 
limite  (n"  7). 

1"  Points  sur  les  contours  apparents.  —  On  les  obtient  en  faisant 
passer  les  plans  auxiliaires  successivement  par  toutes  les  génératrices 
de  contour  apparent  des  deux  cônes,  tout  en  les  maintenant,  bien 
entendu,  entre  les  plans  limites. 

3°  Points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas,  les  plus  à  droite  et  les  plus  à 
gauche.  —  Vax  un  Ici  point,  le?  traces  des  deux  plans  tangents  sur  un  plan 
horizontal    ou    sur    un    plan    de    front,    ou    sur   un  plan   de  profil  doivent  être 
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parallèles  (n"  8).  Il  est,  en  géncial,  difficile  de  tenir  compte  dune  telle  con- 
dition. Le  seul  cas  où  cela  soit  simple  est  celui  où  le  plan  sur  lequel  les  traces 
doivent  être  parallèles  coupe  les  deux  cônes  suivant  des  bases  homothétiques, 
par  exemple,  suivant  des  cercles.  Il  suffit  alors  de  faire  passer  le  plan  auxi- 
liaire par  le  centre  d'Iiomoihétie  de  ces  deux  hases. 

4°  Points  doubles  apparents.  —  Si  les  cônes  sont  du  second  degré,  la 
ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale,  par  exemple,  est  la  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection  des  deux  plans  déterminés  par  les  géné- 
ratrices de  contour  apparent  horizontal  des  deux  cônes,  puisque  ces  |)lans 
sont  les  plans  diamétraux  conjugués  des  cordes  verticales  (n°  8). 

33.  Branches  infinies.  —  On  applique  les  considéiations  générales 
exposées  au  n°  1). 

S'il  s'agit  de  deux  cônes,  on  a  les  directions  asymptotiques  en 
])renant  les  génératrices  d'intersection  de  l'un  d'eux  avec  le  cône 
parallèle  au  second  ayant  même  sommet  que  le  premier.  Ayant  une 
telle  direction,  on  a  l'asymptote  correspondante  en  prenant  l'inter- 
section des  plans  tangents  aux  deux  cônes  proposés  le  'ong  des  géné- 
ratrices parallèles. 

Si  Vun  des  cônes  est  un  cylind/'e,  on  peut  le  remplacer  par  ses 
plans  asymptotes  et  l'on  est  ramené  au  cas  de  la  section  plane  d'un 
cône  (n"  26V  Si  un  plan  asymptote  est  à  l'infini,  c'est-à-dire  si  la 
base  du  cylindre  j)ossède  une  branche  parabolique,  l'intersection  avec 
le  cône  possède  aussi  de  telles  branches,  dont  les  directions  asympto- 
tiques sont  données  par  l'intersection  du  cône  a\ec  le  plan  de  direc- 
tions asyuiplotiques  du  cylindre. 

Signalons  encore  le  cas  particulier  où  une  génératrice  du  cône  est 
parallèle  aux  génératrices  du  evlindre.  Le  point  a  l'inlini  sur  celte 
génératrice  est  un  point  double  de  l'interseclion,  parce  qu'il  doit 
être  regard('  couime  le  sommet  du  cylindre  (n"  8).  Les  tangentes  en 
ce  point,  c  esl-à-dire  les  deux  asymptotes,  s'oblienneiU  en  (•ouj)ant  le 
cylindre  par  le  plan  langent  au  cône  (n"  8). 

Si  l'on  a  affaire  à  deux  cylindres^  on  peut  les  rcm|)lacer  tous 
deux  par  leurs  plans  asymptotes.  Le  cas  particulier  signalé  ci-dessus 
se  présente  alors  lorsque  les  génératrices  de  l'un  des  cylindres  sont 
jiaralléles  à  un  plan  asymptote  de  l'autre.  Ce  j>lnn  roupt^  le  |ireniier 
«vlindre  siiivaul  les  deux  asymptotes. 

;>i.  Branches  virtuelles.    -  Supposois  que  le>  deux  cône*  soient  du  second 
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degré  et  aient  un  plan  de  symétrie  commun  P,  passant  nécessairement  parla 
ligne  des  sommets  et,  par  exemple,  de  front.  La  courbe  d'intersection,  qui 
en  une  biquadratique,  se  |)rojelte  verticalement  suivant  une  conique,  dont  il 
peut  être  intéressant  de  déterminer  les  asymptotes  des  branches  virtuelles. 
A  cet  effet,  on  emploie  la  mélhode  générale  indiquée  au  n"  10.  Pour  avoir 
les  directions  asymptotiques,  on  peut  mener,  par  le  sommet  S,  un  cône 
parallèle  an  cône  Ci  et  chercher  les  projections  verticales  des  généra- 
trices d'intersecti<m.  Coupons,  par  exemple,  les  deux  cônes  par  un  plan  de 
bout  Q  ;  soient  •;  et  v  les  deux  coniques  de  section.  Si  ces  deux  coniques  se 
coupent  en  quatre  points  réels,  il  n'y  a  pas  de  difficultés,  car  les  directions 
asymptotiques  de  l'espace  sont  tmiles  réelles  et  il  n'y  a  pas  de  branches 
infinies  virtuelles. 

Si  elles  se  coupent  seulement  en  deux  points  réels  A  et  B,  il  y  a  une  branche 
infinie  virtuelle,  dont  la  direction  asymptotique  est  la  droite  joignant  S  à  la 
trace  sur  P  de  la  sécante  commune  des  deux  coniques  y  et  y'  associée  à  AB. 
On  peut  avoir  cette  trace  en  prenant  le  point  conjugué  de  la  trace  de  AB  dans 
l'involution  de  Desargues  déterminée  sur  la  trace  de  Q  par  le  faisceau  (-,'1  7') 
(t.  II,  n-^  503  1. 

Si  Y  et  y'  n'ont  aucun  point  réel,  les  deux  directions  asymptotiques  sont 
virtuelles.  On  les  a,  comme  la  précédente,  en  joignant  S  aux  traces  des  deux 
sécantes  communes  de  bout.  Quant  à  ces  traces,  on  peut  les  construire  en 
appliquant  le  théorème  de  Desargues  à  deux  droites  quelconques  du  plan  Q; 
on  projette  les  deux  involutions  sur  P  et  l'on  cherche  les  points  communs 
aux  deux  involutions  projetées. 

Bien  entendu,  si  l'on  peut  trouver  a  priori  un  plan  Q  donnant  deux 
sections  homothétiques,  le  prtdjième  est  simplifié,  car  la  trace  de  ce  plan  sur 
P  est  une  des  directions  cherchées.  L'autre  s'en  déduit  aisément.  Par  exemple, 
si  Y  et  Y  sont  deux  cercles,  la  deuxième  direction  asymptotique  est  la  droite 
joignant  S  à  la  trace  de  leur  axe  radical  sur  le  plan  P. 

Si  l'on  connaît  des  plans  tangents  parallèles  (n"  24),  on  peut  encore 
procéder  comme  il  suit.  Soient  G  et  Gj  les  génératrices  de  contact  de 
ces  plans.  Sur  G,  par  exemple,  prenons  un  point  quelconque  M.  Puis,  trans- 
portons le  cône  Si  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  Gi  vienne 
passer  par  M,  le  sommet  Sj  restant  dans  le  plan  P.  Dans  cette  nouvelle  posi- 
tion, les  deux  cônes  sont  évidemment  bitangents  ;  ils  se  coupent  suivant  deux 
coniques,  dont  les  plans  ont  pour  traces  verticales  les  directions  cherchées 
(n"  10). 

3o.  Cas  de  décomposition  (' ).  —  i"  Une  droite  et  une  cubique 
gaucJie.  —  Ceci  arrive  lorsque  les  deux  cônes  ont  une  génératrice  com- 
mune. On  le  reconnaît  à  ce  que  les  points  t  et  7,  sont  respectivement 
sur  les  bases  B  et  B, .  Chaque  plan  auxiliaire  P  ne  donne  alors  qu'un 

(')  -Nous  supposons  les  deux  cônes  du  second  degré  {cf.  t.  II,  n"  491). 
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seul  point  M  de  la  courbe  d'intersection  et  c'est  ce  point  qui  décrit 
la  cubique. 

Lorsque  P  est  tangent  à  l'un  des  cônes  le  long  de  la  génératrice 
commune.  M  vient  au  sommet  de  l'autre  cône,  la  tangente  en  ce  point 
étant  la  deuxième  génératrice  d'intersection  de  ce  cône  et  de  P 
{cf.  t.  n,  n°491,  III). 

Il  peut  arriver  que  la  cubique  se  décompose  à  son  tour  en  la  géné- 
ratrice commune  SSi  et  une  conique.  Les  deux  cônes  sont  alors  tan- 
gents le  long  de  SS|,  ce  qui  se  découvre  nécessairement  dans  la 
recherche  des  plans  limites. 

2"  Deux  coniques.  —  Ce  cas  se  présente  quand  les  deux  cônes  sont 
bitangents^  ce  qu'on  reconnaît  toujours  en  construisant  les  plans 
limites.  Les  deux  points  de  contact  ap])artiennent  à  la  fois  aux  deux 
conicjues  ;  en  coupant  par  un  plan  auxiliaire  quelconque ,  on  a 
deux  autres  j)oints  de  chacune  d'elles  et,  par  conséquent,  leurs  plans 
respectifs.  On  est  alors  ramené  au  problème  de  la  section  plane 
(n°  28). 

36.  Développement  d'un  cône.  —  Développer  un  cône,  c'est 
l'étendre  sur  un  plan  P,  en  imaginant  que  sa  surface  latérale  est 
matérialisée  an  moyen  d'un  tissu  llexible  et  inextensil)le.  La  pro- 
priété caractéristique  de  cette  opération  est  qu'elle  consei'^'e  la  lo/i- 
gueur  de  toute  ligne  tracée  primitivement  sur  le  cône  et  c'est  cette 
propriété  qu'on  utilise,  en  même  temps  que  la  conservation  des  angles 
(t.  IL  n"399),  pour  construire  la  transformée  d^une  ligne  dojinée. 

Comme  on  ne  sait  pas,  en  général,  déterminer  graphiquement  la 
longueur  d'un  arc  de  courbe,  on  est  obligé  de  se  contenter  d'une 
solution  approchée. 

Soit  à  construire  la  transformée  de  la  ligne  F.  Nous  lui  inscrivons 
une  ligne  polygonale  de  très  petits  côtés  ABCD  ....  Puis,  dans  le  plan 
I*,  nous  construisons  un  triangle  S,A,B|  égal  au  triangle  SAB. 
Ensuite,  nous  juxtaposons  à  ce  triangle  le  triangle  S,B|C(  égal  au 
triangle  SBC  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  ainsi  à  développer  la  sur- 
face pyramidale  SABCD  ....  En  joii;nanl  par  une  courbe  continue  les 
points  A|  B,  Cl  13,  ... ,  on  obtient  une  bgne  (pii  s'approche  d'anlant 
[)lus  i\e  la  véritable  transformée  que  les  côtés  AB,  BC,  CD,...  sont 
plus  j)etits. 
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Pour  avoir  la  tangente  A,T,  en  A,  à  F,,  on  construit  une  droite 
faisant  avec  S,  A,  un  angle  égal  à  langle  que  fait  SA  avec  la  tangente 
AT  en  A  à  V .  On  peut  aussi  (et  cela  revient  au  même)  prendre  un 
point  T  quelconque  sur  AT  et  construire  un  triangle  S,  A,T,  égal  au 
triangle  S  AT. 

Quand  on  possède  déjà  la  transformée  d'une  première  courbe  T. 
il  est  plus  facile  de  construire  la  transformée  d'une  deuxième  courbe 
r'.    On    mène    des    génératrices    suffisamment    rapprochées    SAA', 

SBB Puis,  sur  les  droites  homologues  S|  A(,  S,  B,, . . . ,  on  porte 

A,  A,  =  AA'.  B,  B'j  =  BB' On  joint  enfin  les  points  A', .  B',.  ... 

par  une  courbe  continue. 

Pour  construire  la  tangente  en  A,,  on  peut  utiliser  le  point  de  ren- 
contre T  des  tangentes  en  A  et  A'.  Les  triangles  AA'Tet  A, AT, 
sont  égaux,  parce  que  les  côtés  AA'  et  A,Aj  sont  égaux,  ainsi  que 
les  angles  adjacents.  Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  la  tangente  cherchée, 
il  suffit  de  prendre,  sur  A,T,,  le  point  T,  homologue  de  T  et  de  le 
joindre  à  A', .  La  longueur  AT  est  quelquefois  appelée  la  sous-tangente 
de  r  par  rapport  à  F. 

Si  la  courbe  F'  présente  une  asymptote,  la  sous-tangente  corres- 
pondante devient  une  sous-asvniptote  et  permet,  au  moyen  de  la 
méthode  ci-dessus,  de  construire  l'asymptote  de  F'j. 

Comme  courbe  de  référence  F,  il  y  a  intérêt  à  choisir  une  courbe 
dont  la  transformée  est  aussi  simple  que  possible.  Par  exemple,  on 
peut  prendre  l'intersection  du  cône  avec  une  sphère  de  centre  S. 
La  transformée  est  évidemment  un  cercle^  de  centre  S,  et  de 
l'ayon  égal  au  ravon  de  la  sphère.  Mais,  bien  entendu,  pour  marquer 
une  série  de  points  homologues,  il  faut  encore  inscrire  une  ligne 
pohgonale.  dont  on  reporte  les  côtés,  de  F  sur  F,,  au  moyen  d'un 
compas. 

Si  le  cône  est  de  révolution,  la  courbe  sphérique  précédente  est 
un  cercle,  de  rayon  R  sin  o,  si  R  est  le  rayon  de  la  sphère  et  o  le  demi- 
angle  au  sommet  du  cône.  Les  angles  au  centre  homologues  sont 
dans  le  rapport  inverse  des  rayons,  puisque  les.  arcs  qu'ils  inter- 
ceptent doivent  être  égaux.  On  a  donc  :  ^i  =  ^  sin  cp.  Cette  formule 
permet  de  construire  rigoureusement,  au  moyen  d'un  calcul  ^imple 
et  d'un  rapporteur,  des  séries  de  points  homologues. 

Équation  polaire  de  la  transformée  F,.  —  Prenons  S,  pour  pôle 
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€t  un  axe  polaire  quelconque  S|.r.  Cet  axe  polaire  renconlrer,  en  un 
point  A,,  auquel  correspond,  sur  F,  le  point  A.  Soient  maintenant  M 
un  point  quelconque  de  F'  et  N  le  point  où  SM  rencontre  T.  Evaluons 
la  longueur  SM  en  fonction  de  la  longueur  s  de  lare  AN  de  F,  soit 
SM::=y*(5).  Dans  le  développement.  M,  N  \iennent  en  M,,  N,  et 
l'angle  polaire  6  de  ces  points  est  évidemment  égal  à  j--  On  en  conclut 
-que  l'équation  polaire  de  F'j  est 

/•=/(ue). 

37.  Cas  du  cylindre.  —  La  construction  de  F,  au  mojen  dun  polv- 
£one  inscrit  se  fait  comme  tout  à  llieure,  avec  cette  seule  différence 
que  le  point  Si  est  à  l'infini.  Toutes  les  droites  SjA,,  S|B,,  ...  sont 
parallèles.  Le  développement  de  différentes  courbes  à  partir  dune 
courbe  de  référence  se  fait  comme  dans  le  cas  du  cône,  ainsi  que  la 
construction  des  tangentes  et  asymptotes. 

Comme  courbe  de  référence,  on  peut  prendre  une  section  droite. 
La  transformée  est  une  droite,  sur  laquelle  on  porte  des  longueurs 
cgales  aux  arcs  de  section  droite,  pour  obtenir  des  séries  de  points 
homologues.  Si  l'on  prend  cette  droite  comme  axe  des  x  et  un  axe 
des  y  perpendiculaire,  l'équation  de  la  transformée  d'une  courbe 
quelconque  est  y  =f(^a;),  si /(s)  désigne  la  longueur  NM  ésaluée 
en  fonction  de  l'arc  AN  =  s. 

38.  Rayon  de  courbure  de  la  transformée.  —  Reprenons  la  courbe  r  et, 
sur  celte  courbe,  un  point  quelconque  iM.  L'axe  de  courbure  de  F  en  M  perce 
le  plan  langent  au  cône  en  un  point  G,  appelé  centre  de  courbure  géodé- 
sique ;  le  vecteur  IMG  est  appelé  rayon  de  courbure  géodésique  et  l'on 
démontre  qu'iV  se  conserve  pendant  la  déformation.  Or,  quanti  le  cône  est 
développé,  le  rayon  de  courbure  iiéodésiquc  nest  autre  que  le  rayon  de  cour- 
bure ordinaire  de  la  Iransforméc  Fj  au  point  M].  Dès  lors,  pour  avoir  le  centre 
de  courbure  Cj,  il  suffit  de  construire  le  poinl  G,  puis  de  reporter  le  vecteur 
MG  du  plan  SiMT  suivant  le  vccleur  honioloi::ue  du  plan  SiMiT,. 

Pour  que  Ml  soit  un  poinl  d'inflexion  de  F|,  il  faut  et  il  suffit  (|ue  MG  soit 
infini,  c'est-à-dire  que  le  plan  osculateur  soit  normal  au  cône,  lin  parti- 
culier, les  points  d'in/le.rion  de  la  transformée  d'une  section  plane  du 
cône  sont  les  points  homologues  des  points  où  le  plan  tangent  au  cône  est 
perpendiculaire  au  plan  sécant. 

Toutes  ces  considérations  sont  valables  pour  le  dovcl(q>pemenl  d'une  surface 
développable  quelconque . 
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SPHERE. 


39.  Contours  apparents  ;  point  courant,  plan  tangent.  —  Le  contour 
apparent  horizontal  d'une  sphère,  qui  est  le  lieu  des  points  de 
contact  des  plans  tangents  verticaux,  est  é\  ideninient  le  grand  cercle 
horizontal.  Il  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur,  c'est-à- 


Fis 


dire  suivant  un  cercle  avant  pour  centre  la  projection  horizontale  du 
centre  de  la  sj)hère  et  pour  rajon  le  rayon  de  la  sphère.  Quant  à  la 
projection  verticale,  elle  se  réduit  à  un  diamètre  horizontal.  Le 
contour  apparent  vertical  est,  de  même,  le  grand  cercle  de  front. 
Pour  avoir  un  point  quelconque  de  la  sphère,  il  suffit  de  prendre  un 
point  quelconque  sur  un  petit  cercle  quelconque  horizontal  ou  de 
front.  On  peut,  par  exemple,  résoudre  le  problème  suivant  : 

PaOBLicMp:.  —  Connaissant  la  projection  horizontale  d'an  point 
de  la  sphère^  trouver  la  projection  verticale. 
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Coupons  par  le  plan  de  front  qui  passe  par  m.  Nous  obtenons  un 
cercle  qui  se  projette  verticalement  en  vraie  grandeur  et  dont  on  a 
immédiatement  le  diamètre  horizontal  {ah,  a'b').  La  ligne  de  rappel 
du  point  m  rencontre  le  cercle  décrit  sur  a' h'  comme  diamètre  en 
deux  points  jn  et  m",  qui  constituent  les  deux  solutions  du  problème. 

he  plan  tangent  au  point  (m,  m')  est  le  plan  perpendiculaire  au 
ravon  (om,  o' m')  ;  on  peut  le  déterminer  par  l'horizontale  {h,  h')  et 
la  frontale  (/,/'),  qui  sont  d'ailleurs  les  tangentes  aux  petits  cercles 
horizontal  et  de  front  passant  par  (m,  ni'). 

40.  Intersection  avec  une  droite.  —  On  coupe  par  un  plan  auxi- 
liaire contenant  la  droite.  Suivant  la  manière  particulière  de  choisir 
ce  plan,  on  a  l'une  ou  l'autre  des  deux  méthodes  suivantes  : 

Première  méthode.  —  Coupons,  par  exemple,  par  le  plan  proje- 
tant horizontalement  la  droite.  Nous  obtenons  un  petit  cercle,  dont 
le  diamètre  horizontal  est  projeté  horizontalement  en  vraie  grandeur 
suivant  cd  et  dont  la  projection  verticale  se  trouve  sur  la  droite  H'. 
Rabattons  ce  cercle  et  la  droite  (D,  D')  de  son  plan  autour  du  dia- 
mètre précédent.  Le  cercle  se  rabat  suivant  un  cercle  décrit  sur  cd 

Fiï.   7- 


comme  diamètre.  La  droite  se  rabat  suivant  ab,  (/>/>i  perpendiculaire 
à  D  et  égal  à  o'Z;').  Les  points  ni,  et  n,  sont  les  raballemcnls  des 
points  cherchés  ;  ils  se  relèvent  en  (m.  m')  cl  (/?,  «'). 

Deuxième  méthode.    —   Coupt)ns  par  h;   j)lan   ({('terminé    par  la 
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droite  donnée  et  par  le  centre  de  la  sphère.  Nous  obtenons  un  grand 
cercle,  que  nous  rabattons,  par  exemple,  autour  de  son  diamètre  de 
front  (o(<r,  o' a).  Ce  rabattement  coïncide  évidemment  avec  le  contour 
apparent  vertical  de  la  sphère;  il  est  donc  tout  construit.  Reste  à 

Fig.  8. 


rabattre  la  droite  (D,  D'),  ce  qui  se  fait  au  moyen  du  point  («,  a') 
sur  la  charnière  et  du  point  (6,  b')  rabattu  en  6(,  par  la  règle  bien 
connue  du  triangle  rectangle.  Les  points  ln^  et/?,  sont  les  rabatte- 
ments des  points  cherchés  ;  ils  se  relèvent  en  (/n,  in  )  et  (/?,  n). 


41.  Section  plane.  —  Toute  section  plane  d'une  sphère  est  un 
cercle,  dont  les  deux  projections  sont,  comme  on  sait,  des  ellipses. 
Le  moyen  le  plus  rapide  pour  construire  celles-ci  consiste  à  chercher 
leurs  axes. 

Cherchons,  par  exemple,  les  axes  de  la  projeclioji  horizontale. 
Le  plan  sécant  étant,  pour  fixer  les  idées,  supposé  dérnii  par  ses 
traces  PaQ',  nous  avons  un  premier  axe  en  abaissant  du  point  o  la 
perpendiculaire  oa  sur  P  ;  car  le  plan  vertical  passant  par  cette  droite 
est  un  plan  de  symétrie  à  la  fois  pour  la  sphère  et  pour  le  plan  sécant, 
donc  pour  leur  intersection,  donc  pour  la  projection  horizontale  de 
cette  intersection.  (On  peut  aussi  remarquer  que  oa  est  la  projection 
horizontale  du  diamètre  de  plus  grande  pente  du  cercle.)  Pour  avoir 
les  sommets  de  cet  axe,  nous  déterminons  la  droite  du  plan  sécant 
projetée  horizontalement  en  ort,  soit  («6,  «7>'),  et  nous  cherchons 
l'intersection  de  cette   droite    avec   la   sphère.    En    appliquant,    par 
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exemple,  la  première  méthode  du  n°  40,  ou  obtient  les  deux  points 
(c^,  d)  et  (e,  e  )  ;  d,  e  sont  les  sommets  cherchés. 

F'g-  9- 


On  a  le  deuxième  axe  en  menant  la  perpendiculaire  //  au  premier 
par  le  milieu  i  de  de.  Cet  axe  est  d'ailleurs  la  projection  horizontale 
du  diamètre  horizontal  du  cercle  de  l'espace,  diamètre  qui  se  projette 
verticalement  suivant  l'horizontale  h'  du  point  i'.  On  a  les  sommets 
corresjîondants  en  chercliant  l'intersection  de  la  droite  (A,  //')  avec 
la  sphère,  ce  qui  se  fait  immédiatement  en  coupant  par  un  plan  luni- 
zontal  ;  on  obtient  ainsi  les  points  (/>",  A')  et  (/,  l' ). 

Finalement,  /»/  est  le  grand  axe  et  de  le  petit  axe  île  la  projection 
horizontale. 

licDKtiqiie.  —  Dans  resjjace,  les  tani;entcs  aux  points  (</,  d]  et 
(e,  e' )  sont  horizontales  ;  donc,  en  projection  verticale,  les  lan«;entes 
aux  points  d'  et  a'  sont  par.dlèles  à  la  iign*'  d<'  terre  ;   ces  jv^inls  sont 
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le  plus  bas  et  le  plus  haut  de  l'ellipse  projection  verticale.  Le  diamètre 
horizontal  A'/'  csl,  par  suite,  conjug;ué  de  d' e'  ;  il  en  résulte  que  les 
tangentes  on  /,    et  /'  sont  parallèles  à  d' e  . 

En  intervertissant  les  rôles  des  deux  plans  de  projection,  on  construi- 
rait de  même  les.  axes  de  la  projection  verticale  et  deux  diamètres 
conjugués  de  la  projection  horizontale. 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  Ces  points  sont  indispen- 
sables pour  la  ponctuation.  Pour  avoir  les  points  sur  le  contour  appa- 
rent horizontal,  il  suffit  de  couper  par  le  plan  horizontal  du  centre  de  la 
sphère.  L'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  sécant  rencontre  le 
contour  apparent  horizontal  en  m  et  /i ,  qui  sont  les  points 
cherchés. 

Ponctuation.  —  Le  point  {d.  d'),  par  exemple,  est  évidemment 
caché  en  projection  horizontale  ;  il  en  est  donc  de  même  de  tout  l'arc 
mdn  ;  l'arc  men  est,  au  contraire,  vu.  On  ponctuerait,  de  même,  la 
projection  verticale. 

42.  Intersection  de  deux  sphères.  —  L'intersection  de  deux  sphères 
est  un  cercle  ;  il  suffît  donc  de  déterminer  le  plan  de  ce  cercle  pour 
être  ramené  au  problème  précédent.  A  cet  effet,  on  en  déter- 
mine un  point  et  l'on  mène  par  ce  point  un  plan  perpendiculaire  à 
la  ligne  des  centres.  Comme  point  particulier,  il  est  tout  indiqué  de 
choisir  un  point  utile  de  l'intersection,  par  exemple  un  des  points 
sur  les  contours  apparents  des  deux  sphères,  points  qui  doivent  tous 
être  déterminés,  en  vue  de  la  ponctuation.  A  cet  effet,  on  coupera 
parles  plans  des  contours  apparents. 

A3.  Cône  circonscrit  à  une  sphère  à  partir  d'un  point  donné.  —  La 
courbe  de  contact  est  un  cercle,  dont  le  plan  est  le  plan  polaire  du 
point  donné  S  par  rapport  à  la  sphère.  Il  suffit  de  connaître  un  point 
de  ce  plan  pour  le  déterminer,  puisqu'il  est  perpendiculaire  au  dia- 
mètre OS.  On  aura  des  points  utiles,  en  cherchant  les  points  de  la 
tourbe  de  contact  situés  sur  les  contours  apparents.  D'après  le  théo- 
rème III  du  n"  2,  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal,  par 
exemple,  sont  les  points  (a,  a')  et  (6,  b'). 

Le  plan  vertical  passant  par  OS  étant  un  j)lan  de  symétrie  de  toute 
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la  figure,  so  est  un  axe  de  la  projection  horizontale.  On  peut  avoir 
les  sommets  correspondants  en  menant  du  point  S  les  tangentes  au 
grand  cercle  situé  dans  le  plan  vertical  précédent,  ce  qui  se  fait 
commodément  par  une  rotation  autour  du  diamètre  vertical  de  la 
sphère  ;  on  ohtient  ainsi  les  points  c  et  cl.  La  détermination  des 
autres  sommets  se  fait  ensuite  comme  il  a  été  expliqué  au  n**  4-1. 
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Lorsque  le  point  S  est  à  l'infini,  on  a  allai re  à  un  cylindre  cir- 
conscrit. La  courbe  de  contact  est  alors  un  grand  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 
Les  constructions  indiquées  dans  le  cas  du  cône  subsistent  sans  modi- 
fication. 

Les  deux  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  trouvent  une 
application  importante  dans  la  construction  de  la  courbe  d'ombre 
propre  d'une  sphère. 

Ai.  Plans  tangents  par  une  droite  donnée.  —  Soit  à  mener  les  plans 
tangents  à  une  sphère  O  par  une  droite  donnée  D.  La  uiéthode  géné- 
rale consiste  à  circonscrire  à  la  sphère  un  cône  avant  |)our  sommet 
un  point  S  de  D  et  à  mener  ensuite  à  ce  cône  les  j)lans  tangents  qui 
passent  par  D.  Suivant  la  manière  de  choisir  le  point  S,  on  obtient 
diverses  méthodes  particulières,  que  nous  allons  décrire. 
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Première  méthode.  —  Prenons  S  en  (5,  s)  dans  le  plan  de  front 
du  centre  de  la  sphère.   Le  cercle  de  contact  du  cône  -'circonscrit  se 


trouve  dans  le  plan  de  bout  a  b' .  Prenons-le  comme  base  du  cône  et 
appliquons,  pour  mener  les  plans  tangents  à  ce  cône  par  la  droite  D, 
la  méthode  générale  du  n"  22.  Nous  prenons  la  trace  de  D  sur 
le  plan  de  base,  soit  (c,  c).  Nous  devons  maintenant  mener  par  ce 
point  les  tangentes  à  la  base.  A  cet  effet,  nous  rabattons  le  ])lan  de 
celle-ci  autour  de  la  fx^ontale  (.ço,  a  b').  Le  cercle  de  base  se  rabat 
suivant  le  cercle  de  diamètre  a  b'  et  le  point  (c,  c')  se  rabat  en  Ct. 
De  c,,  nous  menons  les  tangentes  au  cercle  rabattu  ;  soit  m^  le  point 
de  contact  de  l'une  d'elles.  Ce  point  se  relève  en  (m,  m'),  qui  est 
le  point  de  contact  de  Tun  des  jilans  tangents  cherchés. 

Deuxième  méthode.  —  C'est  une  simple  variante  de  la  précédente, 
dont  elle  ne  diffère  que  par  le  choix  de  la  base  du  cône.  Ce  choix 
repose  sur  l'artifice  suivant.  Considérons  le  cylindre  vertical  cir- 
conscrit à  la  sphère.  Ce  cylindre  et  le  cône,  étant  deux  quadriques 
circonscrites  à  une  même  troisième,  se  coupent  suivant  deux  coniques 
(t.  II,  n"492).  A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  au  plan  de  front  05, 
les  plans  de  ces  deux  coniques  sont  de  bout  ;  l'un  d'eux  est,  par 
exemple,  le  plan  de  bout  c' d! .  Prenons  la  conique  correspondante 
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comme  base  du  cône.  Cette  base,  que  l'on  appelle  quelquefois  une 
base  de  Alo/ige,  ofTre  l'avantage  de  se  projetez'  horizontalement  sui- 
vant le  cercle  de  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère.  Nous  pre- 
nons la  trace  de  D  sur  le  plan  c' d\  soit  (e,  e')  ;  de  ce  point,  nous 
menons  les  tangentes  à  la  base,  ce  qui  se  fait  au  moyen  de  la  projec- 
tion horizontale.   Nous  trouvons,   par  exemple,  le  point  de  contact 

Fig.   12. 


(/,/').  La  droite  (sf,  s'/')  est  la  génératrice  de  contact  d'un  des 
plans  tangents  cherchés  avec  le  cône  circonscrit  ;  elle  rencontre  le 
cercle  de  contact  au  point  (^,  g'),  qui  est  le  point  de  contact  du  plan 
tangent  avec  la  sphère. 

Troisième  méthode.  —  Elle  consiste  à  considérer  simultanément 
les  deux  cônes  circonscrits  dont  les  sommets  sont  l'un  (s,  s')  dans  le 
plan  diamétral  de  front,  l'autre  (^,  t')  dans  le  plan  diamétral  hori- 
zontal. Les  points  de  contact  des  plans  cherchés  se  projettent  vertica- 
lement sur  a' b'  et  liorizontalement  sur  cd.  Dans  l'espace,  ils  se 
trouvent  donc  sur  la  droite  {cd,  a' b')  et  il  suffit,  pour  les  construire, 
de  prendre  l'intersection  de  la  sphère  avec  cette  droite  (n"  iO). 

Remarquons  que  cette  droite  n'est  autre  (pie  la  droite  conjuguée 
de  la  pr(ij)()sée  |)ar  rapport  à  la  sphère  (t.  II,  n"  i30).  Gela  résulte  de 
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la  construction  précédente;  on  le  voit  aussi  en  obser\ant  qu'elle  se 

Fis.  i3. 


trouve  à  l'intersection  des  plans  polaires  des  points  (.ç,  s')  et  [t,  t'). 

Fig.  14. 


Quatrième  méthode.    —  Prenons  le  sommet  du  cùne  à  l'infini  ; 
autrement  dit,  considérons  le  cylindre  circonscrit,  dont  les  généra- 
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trices  sont  parallèles  à  D.  Prenons  comme  base  de  ce  cylindre  le  cercle 
de  contact.  Le  plan  de  ce  cercle  est  le  plan  diamétral  perpendiculaire 
à  (D,  D')  ;  il  est  déterminé  |)ar  l'horizontale  (A,  h')  et  la  frontale 
(/,  /').  ZVous  construisons  son  intersection  (c,  c')  avec  (D,  D  ). 
Il  faut  ensuite  mener  de  ce  point  les  tangentes  à  la  base.  Pour  cela, 
nous  faisons  un  rabattement  autour  du  diamètre  horizontal  (A,  li). 
Le  cercle  se  rabat  suivant  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère 
et  le  point  (c,  c')  se  rabat  en  Ct,  par  la  règle  du  triangle  rectangle. 
Dec,,  nous  menons  les  tangentes  telles  que  c,//?,.  Le  point /«i  se 
relève  en  (/n,  m'),  qui  est  un  des  |)oints  de  contact  cherchés, 

4o.  Intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  quelconque.  —  On 
peut  construire  par  points  l'intersection  d'une  sphère  avec  toute  sur- 
face S  susceptible  d'être  engendrée  par  une  droite  ou  un  cercle.  Si  la 
surface  est  réglée,  on  cherchera  l'intersection  de  ses  génératrices  suc- 
cessives avec  la  sphère  (  n°  40).  Par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  cône,  on 
pourra  couper  par  un  plan  vai'iable  passant  par  son  sommet  et  qu'on 
pourra  en  outre  assujettir  à  une  autre  condition  destinée  à  simplifier 
les  constructions,  telle  que  d'être  vertical  ou  de  bout  ou  bien  de 
passer  par  le  centre  de  la  sphère. 

Si  la  surface  est  cerclée,  on  coupera  par  les  jjlans  de  ses  cercles. 

46.  Emploi  de  la  sphère  comme  surface  auxiliaire  pour  les  cônes 
et  cylindres  de  révolution.  —  La  sphère  est  souvent  utilisée,  au  titre 
de  sphère  inscrite,  pour  résoudre  les  problèmes  relatifs  aux  cônes  et 
cylindres  de  révolution. 

Construction  d\ine  sphère  inscrite.  —  Dans  le  cas  d'un  cylindre 
de  révolution  défini  par  son  axe  et  son  rayon,  la  construction  est 
immédiate  ;  il  suffit  de  |)rendre  une  sphère  ayant  son  centre  en  un 
point  quelconque  de  l'axe  et  pour  rayon  le  rayon  du  cn  lindre. 

Supposons  maintenant  un  cône  défini  par  son  a\c,  son  sommet  et 
son  angle  au  sommet  :^0.  Prenons  le  centre  de  la  sphère  inscrite  en  un 
point  quelconque  (o,  o' )  de  l'axe.  Le  rayon  peut  être  construit  au 
moyen  d'un  triangle  rectangle,  dont  l'hypoténuse  est  SO  et  un  angle 
aigu  l'angle  0  donné.  Le  rayon  cherché  est  le  côté  opposé  à  cet  angle. 
Pour  construire  ce  triangle,  il  faut  commencer  par  construire  la  vraie 
grandeur    du    x-^incnt    (.ço,   .v'o),    en    faisant,    conime    on    sait,    un 
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rabattement  ou  une  rotation.  On  effectue  ensuite  la  construction  élé- 
mentaire du  triangle  dans  un  coin  ou  sur  une  autre  feuille  de  papier 
et  il  n'y  a  plus  qu'à  reporter  le  rayon  obtenu  sur  l'épure. 

Contours  apparents.  —  Quand  on  a  tracé  les  contours  ajjparenls 
de  la  sphère  inscrite,  on  a  immédiatement  ceux  du  cône  en  leur 
menant  des  tangentes  par  les  projections  du  sommet  (n"  2).  Si  l'on  a 
besoin  de  la  projection  verticale  de  la  génératrice  de  contour  apparent 

Fis.   i5. 


horizontal  sa^  par  exemple,  ilsutlil  de  se  rappeler  que  le  point  (a,  a') 
se  trou\e  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  et,  par 
conséquent,  se  projette  verticalement  en  a'  sur  l'horizontale  du 
point  o' . 

Dans  le  cas  d'un  cvlindre,  la  construction  est  évidemment  la  même; 
on  mène  les  tangentes  parallèlement  à  Taxe  du  cylindre.  Ce  sont, 
dans  chaque  projection,  les  deux  droites  parallèles  à  la  ])rojection  de 
l'axe  et  situées  à  une  distance  de  celle-ci  égale  au  rayon  du  cylindre. 
Cela  est,  du  reste,  évident  a  priori  et  l'on  peut  très  bien,  dans  ce  cas, 
se  passer  de  la  sphère  inscrite. 

Intersection  avec  une  droite.  —  On  emploie  toujours  la  méthode 
générale  du  n"  25  ;  c'est-à-dire  qu'on  coupe  par  le  plan  déterminé 
par  la  droite  et  le  sommet  du  cône.  INIais,  au  lieu  de  prendre  la  trace 
de  ce  j)lan  sur  un  plan   de  ba>e,  on  prend  son  intersection  avec  la 
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splu  re  inscrite  et  l'on  mène  à  celte  intersection  les  langenles  issues 
du  sommet.  Les  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  avec  la  droite 
proposée  sont  les  p.oints  cherchés.  Bien  entendu,  sur  1  épure,  1  exé- 
cution de  ces  constructions  se  fait  au  moyen  d^in  rabattement. 

Sur  la  figure  i6,  on  a  rabaltu  autour  du  diamètre  horizontal  iih,  i' h' )  du 
cerele  de   section,  le  centre  (^  i')  ayant  été   obtenu   comme   project.on  du 


oinl  (a,  o')  su,    le  plan  (..D,.vD').  Le  cercle  se   raba.  suivant   le  cercle 
iamèlre  jk,  lequel   dian.èire  a  été  construit   en  cupan.   par   le    plan   \u 


de 
ri- 
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zontal  i' Il  .  Le  point  (5,  s')  et  la  droite  (D,  D')  sont  rabattus  en  5i  et  61  ZD,. 
On  a  mené  la  tangente  Si  /i,  qui  rencontre  Di  en  mi,  relevé  ensuite  en  (»i,  wi'), 
qui  est  l'un  des  points  clierchés. 

Comme  cas  particulier,  signalons  le  problème  suivant  : 

Connaissant  la  projection  horizontale  m  cVun  point  du  cône^ 
trouver  sa  projection  verticale. 

Cela  revient,  en  eiTet,  à  trouver  l'intersection  du  cône  avec  la  ver- 
ticale du  point  m. 

Plans  tangents  par  un  point  donné.  —  Cela  revient  à  mener  les 
plans  tangents  à  la  sphère  inscrite  par  la  droite  joignant  le  point 
donné  au  sommet  du  cône  (n°  44).  Les  génératrices  de  contact 
s'obtiennent  en  joignant  le  sommet  du  cône  aux  points  de  contact 
avec  la  sphère. 

Remarque.  —  Bien  entendu,  tous  ces  problèmes  peuvent  être 
aussi  résolus  par  les  méthodes  exposées  au  Chapitre  III,  en  prenant 
une  base  circulaire.  Il  y  a  lieu  alors  de  faire  des  constructions  dans  le 
plan  de  cette  base,  et  pour  cela,  il  faut  rabattre  ce  plan.  Les  deux 
manières  de  procéder  sont  à  peu  près  équivalentes  au  point  de  vue 
de  la  complication  des  constructions. 
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CHAPITRE   V. 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION. 


47.  Point  covirant  et  plan  tangent.  —  Une  sui'tace  de  rév^olution  est 
habituellement  dclerniinée  par  son  axe  et  une  ligne  génératrice  G. 
Pour  avoir  un  point  quelconque  d'une  telle  surface,  on  prend  un 
point  A  sur  la  ligne  G  et  on  le  fait  tourner  dun  angle  quelconque 
autour  de  l'axe;  autrement  dit,  on  prend  un  point  quelconque  M  sur 
le  parallèle  engendré  par  A. 

Le  plan  tangent  en  ce  point  contient  d'abord  la  tangente  au  paral- 
lèle. 11  contient,  en  outre,  la  tangente  à  la  ligne  génératrice  qui 
passe  par  M,  tangente  qui  peut  se  construire  en  effectuant  une  rota- 
tion de  la  tangente  en  A  à  G.  Ces  deux  droites  déterminent  en 
général,  le  jd;in  tangent  cherché.  (Pour  le  cas  d'exception,  cf.^  t.  II, 
n"363.) 

Pratiquement,  au  lieu  d'effectuer  la  rotation  de  la  tangente  ci-dessus, 
il  est  plus  commode  de  construire  le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec 
le  plan  tangent  en  A;  ce  point  détermine,  avec  la  tangente  au  paral- 
lèle en  M,  le  plan  tangent  cherché. 

On  peut  aussi  cnnsiruire  la  normale.  A  cet  effet,  il  suffit  de 
joindre  M  au  point  de  rencontre  de  Taxe  avec  la  normale  en  A,  lequel 
point  peut  être  ol)tenu  comme  intersection  de  l'axe  avec  le  plan 
normal  à  (  1. 

Ces  dillérentes  constructions  ne  sont  simples  que  si  l'axe  est  per- 
pendiculaire à  l'un  des  plans  de  projection.  Soit,  par  exemple,  l'axe 
vertical  (o,  o' z').  Le  |)arallèle  du  point  A  se  projette  horizontalement 
suivaul  le  cercle  de  ceutre  o  cl  de  ravon  oa  et  verlicalcmcnt  sm\anl 
la  parallèle  à  xy  uienée  par  a' .  11  est  aisé  d'y  prendre  un  point  cpicl- 
concpie  (  m,  m').  Le  plan  langent  en  ce  point  est  dctciniim-  par 
la  lani;rnli'  I ////,////')  au  paiallclccl  pailc  point  (  y>, // )  ou  le  plan 
tangent  en  [a.  a')    rencontre  (  o,  o'  z).   La    uitiinale  esi  [nui,  ni'n'), 
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le  point  (/i,  n)  ayant  été  construit  comme  intersection  de  (o,  o'z-'), 
avec  le  plan  perpendiculaire  en  (a,  a' )  à  la  tangente  {au,  au'). 
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Si  l'axe  est  oblique  sur  les  deux  plans  de  projection,  le  parallèle  du  point  A 
doit  être  déterminé  par  son  plan,  mené  par  A  perpendiculairement  à  l'axe  et 
par  une  sphère  passant  par  A  et  ayant  «on  centre  en  un  point  quelconque  de 
l'axe,  par  exemple,  à  la  même  cote  que  A,  de  façon  que  le  rayon  qui 
aboutit  au  point  A  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur.  On  peut 
ensuite  couper  la  sphère  et  le  plan  par  un  plan  auxiliaire  quelconque,  par 
exemple,  par  un  plan  horizontal;  on  détermine  ainsi  deux  points  du  parallèle. 
Quant  au  plan  tangent,  on  l'obtient  comme  précédemment:  les  constructions 
sont  seulement  plus  compliquées. 

Si  Taxe  est  Vie  front,  il  y  a  quelques  simplifications.  Le  parallèle  se  projette 
verticalement  suivant  un  segment  de  droite  et  l'on  peut  se  donner  la  projec- 
tion verticale  m   du  point  M. 

Nous  conseillons  au  lecteur  de  faire  les  épures  correspondant  à  chacun  de 
ces  deux  cas. 


i8.   PaoBLii.ME.  —  L'axe  étant  vertical,  construire  ni   connais- 
sant m  et  vice  versa. 

On  cherche  le   parallèle  qui    passe  par  .M.  Si  l'on  connaît  m,  on 
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peut  tracer  la  projection  horizontale  du  parallèle;  on  prend  l'inter- 
section de  cette  projection  avec  la  projection  horizontale  g  de  G; 
on  relève  chacun  des  points  obtenus  sur  g  et  l'on  en  déduit  les  pro- 
jections verticales  de  tous  les  parallèles  qui  répondent  à  la  question. 
Ces  projections  sont  enfin  rencontrées  par  la  ligne  de  rappel  de  m 
aux  points  m!  cherchés. 

Si  l'on  se  donne  m',  on  suit  la  marche  inverse,  c  est-à-dire  que  l'on 
part  de  la  projection  verticale  du  parallèle. 

Problème.  —  L'axe  étant  de  front,  construire  m  connais- 
sant m'.  —  On  emploie  la  même  méthode  que  précédemment.  Seu- 
lement, une  fois  qu'on  a  obtenu  le  point  A  de  G,  on  achève  de  déter- 
miner le  parallèle  par  une  sphère  ayant  son  centre  sur  l'axe  et  l'on 
coupe  cette  sphère  par  un  |)lan  horizontal  auxiliaire  passant  par  nt' . 

Nous  laissons  encore  au  lecteur  le  soin  de  faire  les  épures  cor- 
respondant à  ces  deux  problèmes. 

49.  Méridienne  principale.  —  On  appelle  ainsi  la  méridienne  dont 
le  plan  est  parallèle  à  lun  des  plans  de  projection.  Elle  n'existe  évi- 
demment que  si  l'axe  est  lui-même  parallèle  à  l'un  de  ces  plans.  Son 
intérêt  résulte  de  ce  que,  lorsqu'elle  est  construite,  elle  permet  de 
se  rendre  compte  de  la  forme  de  la  surface,  ce  qui  n'est  pas  toujours 
facile  quand  on  connaît  seulement  une  courbe  génératrice  quel- 
conque. Nous  verrons,  en  outre,  qu'elle  constitue  une  partie  d'un 
des  contours  apparents  (n°  oO). 

Sup[)osons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  (A,  A')  soit  de  front. 
Pour  construire  un  point  quelconque  de  la  méridienne  principale, 
on  prend  un  point  quelconque  (rt,  a')  de  la  génératrice  et  l'on  cons- 
truit l'intersection  du  |)arallèle  engendré  par  ce  j>oinl  avec  le  j>lan 
de  front  A. 

Si  l'axe  est  vertical,  la  construction  est  immédiate  {/Ig-  i8).  S'il 
est  oblique,  il  faut  utiliser  la  sphère  de  centre  (o,  o  )  et  de  rayon  oa. 
Celle  sphère  est  coupée  par  le  j)lan  de  front  suivant  un  grand  cercle 
projeté  verticalement  en  vraie  grandeur;  celt(^  projeclion  coupe  la 
per[)»'ndiculaire  à  A'  menée  par  a'  en  deux  pninls  de  la  méridienne 
principale  (  /ig.  19). 

La  langenlc  en  m'  est  la  trace  verlicale  du  plan  tangent  en  [m,  m') 
à  la  surface,  puisque  ce  plan  langent  est  de  bout,  comuie  étant  per- 
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pendiculaire  au   plan  méridien  de  front  (t.   II,  n°  362).  Or,   nous 
savons   construire  ce  plan  tangent  (n°  47).   Le  plus  simple  est  de 


Fig.    lî 


joindre  m'  au  point  p'  où  Taxe  perce  le  plan  tangent  en  (a,  a'), 
Ifig.  i8et  19). 

Comme  points  remarquables  de  la  méridienne  principale,  signalons, 


dans  le  cas  où  l'axe  est  vertical,  les  points  les  plus  hauts  et  les  plus 
bas,  qui  sont  fournis  par  les  points  analogues  de  G,  c'est-à-dire  par 
les  points  de  cette  courbe  où  la  tangente  est  horizontale.  Signalons 
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aussi  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe,  qui  sont 
donnés  par  les  parallèles  de  rayon  maximum  ou  minimum.  Ces 
derniers  sont  i^ngendrés  par  les  jjieds  des  normales  communes  à  l'axe 
et  à  G,  lesquels  sont  obtenus,  en  projection  horizontale,  en  abaissant 
du  point  o  les  normales  sur  g. 

50.   Contours  apparents.  —  Supposons  d'abord  Va.re  vertical. 

Si  le  point  M  appartient  au  contour  apparent  horizontal,  le  plan 
tangent  en  cq  point  est  vertical,  donc  parallèle  à  l'axe.  Il  s'ensuit 
visiblement  qu'il  est  perpendiculaire  au  rayon  PM  du  parallèle.  Par 
suite,  ce  rajon  est  normal  à  la  courbe  génératrice  G.  Réciproqucmenl, 
si  PM  est  normal  à  G  en  M,  comme  il  est  aussi  normal  au  |)arallèlc, 
il  est  perpendiculaire  à  deux  droites  du  plan  tangent,  donc  perpen- 
diculaire à  ce  plan  (en  supposant  toutefois  que  ces  deux  droites  sont 
distinctes,  c'est-à-dire  que  l'on  ne  se  trouve  pas  dans  le  cas  d  excep- 
tion signalé  au  n"*  362  du  Tome  II);  comme  PM  est  une  horizontale, 
le  plan  tangent  est  vertical  et  le  point  M  appartient  au  contour  appa- 
rent horizontal.  En  définitive,  sauf  le  cas  d'exception  signalé  entre 
parenllièses,  le  contour  apparent  horizontal  est  constitué  par  les 
parnllèles  de  rayon  inaxitnuvi  ou  ni i ninuini. 

Supposons  maintenant  que  M  fasse  partie  du  contour  apparent 
vertical.  Le  plan  tangent  en  ce  point  est  de  bout;  donc,  la  normale 
est  de  front.  Le  plan  méridien  qui  passe  par  M  contient  cette  nor- 
male; comme  il  contient  aussi  l'axe,  qui  est  une  deuxième  frontale, 
il  est  de  front  et  M  appartient  à  la  méridienne  principale.  Ceci  est 
toutefois  en  défaut  si  la  normale  en  M  est  parallèle  à  l'axe,  puisque 
les  deux  frontales  sont  aloi-s  parallèles.  Dans  ce  cas,  le  plan  lan- 
gent en  M  est  horizontal,  donc  aussi  la  tangente  à  G;  le  parallèle  qui 
passe  par  M  est  un  parallèle  le  plus  haut  ou  le  plus  bas.  Réciproque- 
ment, si  M  appartient  à  la  méridienne  principale,  le  plan  tangent  en 
ce  point  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  de  front;  il  est  donc 
de  bout.  De  même,  si  la  tangente  en  M  à  G  est  horizontale,  mais  non 
perj)endiculaire  au  plan  méridien,  le  plan  tangent  en  ce  point  est 
horizontal,  donc  de  bout.  Va\  délinitive,  le  rontoui-  apjiarcnt  ver- 
tical est  constitué  par  la  méridienne  prinri pair  et  par  les  paral- 
lèles les  plus  hauts  et  les  plus  bas. 

/{rniarr/ue.    —    Le    cas    d'exception    ipii    provient    du    (  a--    où    la 
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courbe  G  est  normale  au  plan  méridien  ne  se  présente  jamais  si  cette 
courbe  est  une  méridienne.  On  évite  donc  toute  restriction  aux  deux 
règles  précédentes,  en  prenant,  [)ar  exemple,  la  méridienne  princi- 
pale pour  courbe  ^génératrice. 

ol.  Supposons  maintenant  Vaxe  oblique  sur  le  plan  horizontal, 
mais  de  front.  Le  contour  apparent  vertical  est  encore  constitué, 
comme  précédemment,  par  la  méridienne  principale  et  par  les  paral- 
lèles engendrés  par  les  points  de  cette  méridienne  où  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  l'axe.  Quant  au  contour  apparent  horizontal, 
c'est  une  courbe  plus  ou  moins  compliquée,  que  Ton  est  obligé  de 
construire  par  points.  A  cet  effet,  on  cherche  les  points  situés  sur 
un  parallèle  quelconque,  en  reniplaça/it  la  surface  par  la  sphère 
inscrite  le  long  de  ce  parallèle  (on  pourrait  aussi  la  remplacer  par 
le  cône  circonscrit,  c/.,  n"  06;  mais,  la  construction  serait  un  peu 
plus  compliquée).  Le  contour  apparent  horizontal  de  cette  sphère 

t*"iL'.  20. 


rencontre  le  parallèle  en  deux  points  (m,  m)  et  (n,  n')  appartenant 
au  contour  apparent  horizontal  de  la  surface;  de  plus,  ce  dernier  est 
tangent  au  contour  apparent  de  la  sphère  en  chacun  de  ces  points 
(no2). 

Si  l'axe  est  oblique  à  la  fois  sur  les  deux  plans  de  projection,  il 
faut  appliquer  la  méthode  ci-dessus  aux  deux  contours  apparents. 
Mais  la  construction  est  plus  compliquée,  à  cause  de  la  recherche  du 
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centre  de  la  sphère  inscrite,  que  l'on  détermine  au  moyen  du  plan 
normal  à  la  courbe  génératrice,  et  aussi  à  cause  de  la  construction 
de  l'intersection  du  parallèle  avec  le  contour  apparent  de  la  sphère. 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  l'épure  à  litre  d'exercice. 

5:2.  Remarque.  —  La  méthode  ci-dessus  peut  èlre  appliquée  à  la  construc- 
tion des  contours  apparents  de  toute  surjace  périsphère  (t.  H,  n"  281). 
Appliquons-la,  par  exemple,  au  tore,  en  considérant  cette  surface  comme 
l'enveloppe  de  la  spliére  inscrite  le  long  de  chaque  cercle  méridien.  I^e  contour 
apparent  horizontal  du  tore  est  l'enveloppe  du  contour  apparent  horizontal 
de  cette  sphère.  Or,  celui-ci  est  un  cercle  de  rayon  constant,  dont  le  centre 
décrit  une  ellipse,  projection  du  cercle  lieu  des  centres  des  méridiens.  Son 
enveloppe  est  une  courbe  parallèle  à  l'ellipse  àéitrtnit,  obtenue  en  portant 
sur  chaque  normale  à  cette  ellip«e,  de  part  et  d'autre  du  pied,  une  longueur 
égale  au   rayon  constant  du  cercle. 

On  a  évidemment  une  construction  analogue  pour  les  contours  apparents 
de  toute  surface  enveloppe  dune  sphère  de  rayon  constant. 

o3.  Problèmes  sur  les  plans  tangents.  —  Nous  allons  maintenant 
exposer  la  solution  de  quelques  problèmes  classiques  relatifs  aux  plans 
tangents.  Avant  d'en  aborder  aucun,  nous  ferons  la  remarque  géné- 
rale suivante.  En  vertu  de  la  propriété  fondamentale  des  surfaces  de 
révolution  (t.  II,  n°  361).  on  peut  toujours  faire  tourner  les  données 
dun  angle  quelconque  autour  de  l'axe  de  la  surface,  faire  la  construc- 
tion des  j)hins  tangents  dans  cette  nouvelle  position,  j)uis  revenir  en 
place  par  la  rotation  inverse.  On  conçoit  que  l'on  puisse  quelquefois 
choisir  l'amplitude  de  la  lotation  de  manière  à  simplifier  la  construc- 
tion demandée.  Toutefois,  cette  méthode  n'est  pratiquement  avanta- 
geuse que  si  les  rotations  peuvent  s'efTectuer  facilement,  c'est-à-dire  si 
l'axe  de  la  surface  est  perpendiculaire  à  lun  des  plans  de  projection. 
C'est  ce  que  nous  supposerons  généralement  dans  ce  qui  va  suivre. 

oi.  Problème  I.  —  Plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné. 
—  Soit  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical,  que  nous  nous 
donnons  par  sa  méridienne  principale.  Nous  voulons  lui  mener  les 
plans  tangents  parallèles  au  plan  PaQ'. 

Commençons  par  faire  une  rotation  pour  amener  ce  plan  à  être 
debout  et  soit  l'ia,  Q',  sa  nouvelle  position.  Les  points  de  contact 
des  plans  cherchés  ajjpartienncnl  maintenant  au  contour  apparent 
vertical,  doue  à  la  méridienne  principale  (  nous  htissons  de  côté  le  cas 
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particulier  évident  où  le  plan  donné  serait  horizontal).  En  chacun  de 
ces  points,  la  tan-^ente  à  cette  méridienne  doit  être  parallèle  à  a,  Q',. 


FiK.    2  1. 


s;  0'  o; 


Nous  menons  donc  ces  tangentes.  Soit  m',  S ,  l'une  d'elles;  le  plan 
tangent  correspondant  est  R,  ji,  S'j  ;  son  point  de  contact  est  (wï|,  ni\  ). 
Faisons  maintenant  la  rotation  inverse;  nous  obtenons  le  plan  R^S' 
et  le  point  de  contact  (/?z,  m'). 


00.  Problème  II.  —  Plans  tcnigents  par  une  droite  donnée.  — 
La  solution  de  ce  problème  n'est  simple  que  dans  les  deux  cas  parti- 
culiers suivants  : 

Premier  cas  :  La  droite  est  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  sur- 
face. —  Cet  axe  étant  toujours  supposé  vertical,  amenons,  par  une 
rotation,  la  droite  (D,  D')  donnée  à  être  de  bout.,  ce  qui  est  possible, 
puisque  nous  la  supposons  horizontale.  Avec  cette  nouvelle  position, 
les  plans  tangents  cherchés  doivent  être  de  bout;  leurs  traces  verti- 
cales sont  les  tangentes  à  la  méridienne  principale  issues  du  point  D',. 
Soit  (m,,  m',)  le  point  de  contact  de  l'une  d'elles.  La  rotation  inverse 
l'amène  en  (m,  m'),  qui  est  le  point  de  contact  de  l'un  des  plans 
demandés  {fig.  22). 

Remarque.  —  Le  problème  du  numéro  précédent  est  un  cas  par- 
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liculier  de  celui-ci.  La  droite  donnée  est  à  l'infini  et  peut  être  consi- 
dérée comme  perpendiculaire  à  n'importe  quelle  droite  de  l'espace, 
en  particulier  à  l'axe. 


Deuxième  cas  :  La  droite  est  quelconque;  mais  la  surface  est 
une  cjuadriciue.  —  On  emploie  la  même  méthode  que  pour  la 
sphère  (n"  ii). 

Soit,  par  exemple,  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Pre- 

Fig.  23. 


nons,  sur  la  droite  donnée  (D,  D'),  le  point  (  .ç,  s')  silui"  dans  le  plan 
de    front   dr   l'axe   (M    sid)sliUions   à   la  snrlarc  \o  cônt>   rirconsrril    à 
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partir  de  ce  point.  La  courbe  de  contact  est  une  ellipse,  projetée 
verticalement  suivant  a'  b' .  Comme  c'est  une  base  trop  compliquée, 
prenons  une  base  de  Monge  (n"  -44),  obtenue  au  moyen  du  cylindre 
vertical  circonscrit.  A  partir  de  ce  moment,  les  constructions  sont 
exactement  les  mêmes  que  pour  la  sphère. 

Cas  du  paraboloïde.  —  La  base  de  Monge  est  en  défaut  loi'sque 
la  quadrique  est  un  paraboloïde,  car  le  cvlindre  vertical  circonscrit 

FiK.  24. 


est  infini.  Mais,  dans  ce  cas,  on  peut  prendre  comme  base  la  courbe 
de  contact,  car  on  sait  que  sa  projection  horizontale  est  un  cercle 
(t.  II,  n"  560)  (').  La  construction  est  alors  simplifiée;  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  cherchés  sont  obtenus  immédiatement  en 
menant,  du  point  (/>,/?'),  les  tangentes  à  l'ellipse  de  contact,  ce  qui 
se  fait  au  moyen  de  la  projection  horizontale.  On  obtient  ainsi  les 
deux  points  (w,  m')  et  (/?,  /?'). 

56.  Problème  III.  —  Plans  tangents  par  un  point  donné.  —  Il 
y  a  une  infinité  de  plans  répondant  à  la  question;  ce  sont  les  plans 
tangents  au  cône  circonscrit  à  partir  du  point  donné.  Le  problème 
actuel  consiste,  à  proprement  parler,  à  construire  la  courbe  de 
contact  de  ce  cône,  ce  qui  est  très  important  pour  les  questions 
d'ombie. 


(')  Rappelons  que  le  centre  de  ce  cercle  est  5. 
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Si  la  surface  est  quelconque,  cette  courbe  ne  peut  être  construite 
que  par  points.  Deux  méthodes  peuvent  être  employées  pour  obtenir 
un  point  quelconque. 

I.  On  assujettit  le  point  de  contact  à  se  trouver  sur  un  parallèle 
donné.  —  On  remplace  alors  la  surface  par  le  cône  circonscrit  le 
long  de  ce  parallèle.  L'axe  étant  toujours  supposé  vertical,  soient 
(5,  s')  et  (H,  H')  le  point  et  le  parallèle  donnés.  Le  cône  circonscrit 
a  pour  sommet  (/?,  p').   Il  faut  lui   mener  les  plans  tangents  issus 

Fig.  25. 
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de  (5,  5').  A  cet  effet,  nous  appliquons  la  méthode  générale  du  n°22; 
nous  prenons  la  trace  («,  «')  de  la  droite  (5/),  s  p'^  sur  le  plan  de 
base  et  nous  menons,  par  cette  trace,  les  tangentes  am^  an  au  cercle 
de  base.  Les  points  (/?/,  ni)  et  (/«,  n'  )  sont  les  points  de  contact 
cherchés. 

Cas  où  le  sommet  du  cône  auxiliaire  sort  des  limites  de  Vépure. 
—  Ceci  arrive  lorsque  le  parallèle  choisi  est  très  près  d'un  parallèle 
maximum  ou  minimum.  Dans  ce  cas,  on  utilise  la  variante  sui- 
vante, que  l'on  peut  aussi  employer,  bien  (Mitendu,  dans  le  cas 
général. 

On  prend  la  base  du  conc  auxiliaire  dans  le  plan  horizontal  du 
point  (.s,  s').  On  n'a  pas  alors  à  chercher  la  trace  de  la  ligne  (5/>,  s'p')^ 
puisque  celle   trace  est  le  point  (s.  s')  lui-mèni(\  On  mène  les  tan- 
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gentes  s^l  et  5N  au  cercle  C;  les  génératrices  de  contact  se  projettent 
horizontalement  en  yoM  et/^N;  elles  rencontrent  (H.  H')  aux  points 
de  contact  clierchés  (m,  m')  et  (n,  n'). 

Parallèles  liryiites.  —  La  construction  précédente  n'est  possible 
que  si  le  point  s  est  extérieur  au  cercle  C.  Le  cas  limite  est  celui  où  5 
est  sur  G  et  les  parallèles  qui  donnent  naissance  à  ce  cas  sont  appelés 
les  parallèles  limites.  Pour  les  trouver,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
cône  circonscrit  le  long  de  chacun  d'eux  doit  passer  par  (5,  5);  la 
génératrice  de  ce  cône  qui  passe  par  ce  point  est  évidemment  une 
des  tangentes  menées  par  (5,  5')  à  la  méridienne  dont  le  plan  a  pour 
trace  horizontale  os.  Ces  tangentes  se  construisent  aisément  en  fai- 
sant une  rotation  qui  amène  (5,  s'  )  en  (5,,  5',),  dans  le  plan  de  front 
de  l'axe.  Les  parallèles  H',  et  H',  qui  passent  parles  points  de  contact 
des  tangentes  à  la  méridienne  principale  issues  de  5',  sont  les  paral- 
lèles limites.  En  ramenant  ces  points  de  contact  par  la  rotation 
inverse,  on  a,  en  projection  horizontale,  les  sommets  de  la  courbe  de 
contact  situés  sur  l'axe  de  symétrie  évident  05  et,  en  projection  ver- 
ticale, les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas. 

57.  IL  On  assujettit  le  point  de  contact  à  se  trouver  sur  un  méri- 

Fig.  26. 


clien  donné.  —  On  remplace  la  surface  par  le  cylindre  circonscrit  le 


long  de  ce  méridien. 
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Supposons  toujours  l'axe  vertical  et  soit  MN  le  méridien  donné. 
Nous  menons  par  (s,  s')  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 
cest-à-dire  la  perpendiculaire  au  plan  méridien  et  nous  prenons  sa 
trace  (a,  a')  sur  ce  plan.  De  cette  trace,  nous  devons  mener  les  tan- 
gentes à  la  base  du  cône,  c'est-à-dire  à  la  courbe  méridienne.  A  cet 
effet,  nous  effectuons  une  rotation,  de  manière  à  amener  le  plan 
méridien  à  être  de  front.  Le  point  (a,  a)  vient  en  («,,  a\).  De  «',, 
nous  menons  les  tangentes  à  la  méridienne  principale,  soit  a\  m[ 
el  a\  n\.  En  revenant  en  place,  nous  obtenons  en  (m,  ni  )  et  (/i,  7i') 
les  points  cherchés. 

Méridiens  limiles.  —  La  construction  n'est  possible  que  si  l'on 
peut  mener  les  tangentes  (i\  rn\  et  a\  n\.  Le  cas  limite  est  celui  où  a\ 
se  trouve  sur  la  méridienne  principale.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 
que  («,  a)  se  trouve  sur  le  parallèle  (P,  P'  )  qui  a  même  cote  que  s  . 
Comme  le  lieu  du  point  a  est  le  cercle  de  diamètre  io,  en  prenant 
les  points  de  rencontre  p  et  q  de  ce  cercle  avec  le  cercle  P,  on  a, 
en  op  et  oq^  les  traces  des  méridiens  limites.  (Observons  que  p  el  q 
sont  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  5  au  cercle  P.) 

58.  Tangente  à  la  courbe  de  contact.  —  Lhi  point  quelconque 
(m,  m')  étant  obtenu  par  Tune  ou  l'autre  des  deux  méthodes  précé- 
dentes, on  peut  se  proposer  de  construire  la  tangente  en  ce  point  à- 
la  courbe  de  contact.  Cela  n'est  simple  que  si  l'on  a  alïaire  à  une 
quadritpie,  parce  que  la  courbe  est  plane;  il  suffit  alors  de  prendre 
rintersection  de  son  phm  avec  le  plan  tangent  en  (/??,  m')  à  la  sur- 
face. 

Si  l'on  a  affaire  à  une  surface  (|uelconqiie,  on  pcul  se  ramener  au  cas  pré- 
oédent,  en  remplaçant  la  surface  par  la  quadrique  engendrée  par  la  conique 
ayant  pour  axe  Taxe  de  la  surface  et  osculatrice  à  la  méridienne  au  point  con- 
sidéré. Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  l'on  sait  construire  le  centre  de  cour- 
bure de  cette  méridienne. 

•  <Jn  peut  aussi,  et  c'est  généralement  jibis  simple,  appliquer  le  tbéorèmc  de 
Dupin  (t.  II,  n"  34-4)  et  prendre  la  droite  conjuguée  harmonique  de  SM  par 
rapport  aux  tangentes  asymploliques  du  point  iM.  Ceci  suppose  aussi  la  con- 
naissance du  centre  de  courbure  de  la  méridienne,  qui  est  nécessaire  pour  la 
détermination  dis  tangentes  asymplot  iqncs  (l.  Il,  n"  o6."5  >. 

39.  l'oinls  SI//-  les  contours  aff/titrc/its  —  (  )u  a  les  points  sur  le 
<ontnur  apparent  horizontal,  en  aj)pli(|Mimt   la   inclluxlr  du  parallèle 
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aux  parallèles  de  contour  apparent  horizontal.  On  a  les  points  sur  le 
contour  apparent  vertical,  en  appliquant  la  méthode  du  méridien  au 
méridien  de  front.  Il  est  aisé  de  vérifier  que,  dans  les  deux  cas,  cela 
revient  à  mener  des  tangentes  au  contour  apparent  par  la  projection 
de  même  nom  du  point  S,  conformément  au  théorème  III  du  n**  !2. 

60.  Cas  du  cylindre  circonscrit.  —  Pour  construire  la  courbe  de 
contact  du  cvlindre  circonscrit  parallèlement  à  une  direction  donnée 
(D,  D),  on  applique  les  méthodes  précédentes,  en  prenant  le 
point  (5,  s'  )  à  l'infini  sur  cette  direction.  Lès  seules  modifications  à 
signaler  sont  les  suivantes  : 

La  variante  de  la  méthode  du  parallèle  exposée  au  n"  06  nest  plus 
applicable.  On  la  remplace  alors  par  la  suivante.  On  prend  un  point 
fixe  quelconque  (  i,  i')  sur  Taxe  et  Ion  considère  le  cône  ayant  j)our 

Fii.'.   27. 


sommet  ce  point  et  parallèle  au  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle. 
On  lui  mène  les  plans  tangents  parallèles  à  (D.  D'),  en  menant  par 
(/,  /'  )  la  parallèle  (ia,  i' a')  à  cette  droite,  prenant  la  trace  horizon- 
tale (V/,  a')  de  cette  parallèle  et  menant  du  point  a  les  tangentes  ap^ 
aq  à  la  base  du  cône.  Comme  les  génératrices  de  contact  des  plans 
tangents  cherchés  avec  le  cône  circonscrit  sont  parallèles  aux  géné- 
ratrices de  contact  des  plans  tangents  menés  ci-dessus,  ces  généra- 
trices se  projettent  horizontalement  suivant  ip,  iq.  Elles  rencontrent 
le  cercle  H  aux  points  ra  et  «,  qui  se  rappellent  en  m   et  n  . 
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Pour  appliquer  la  méthode  du  méridien,  on  doit  mener,  par  un 
point  A  arbitrairement  choisi  dans  l'espace,  une  parallèle  à  (D,  D') 
et  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  (n"  22).  En  choisissant 
convenablement  ce  point  arbitraire,  on  peut  amener  des  simplifica- 
tions dans  les    constructions   ultérieures.    Voici    comment  on    pro- 


Fig.  28. 


cède.  On  prend  un  point  quelconque  (p,  p')  sur  Taxe;  par  ce  point, 
on  mène  une  parallèle  à  (D.  D')  et  l'on  prend  sa  trace  horizontale. 
C'est  cette  trace  que  l'on  choisit  pour  point  A.  Voici,  dès  lors,  les 
constructions  que  l'on  doit  faire  pour  l'application  de  la  méthode. 

On  projette  (a,  a')  en  (6,  b')  sur  le  méridien  MN.  Il  n'y  a  plus 
ensuite  qu'à  mener  des  tangentes  à  la  méridienne  parallèlement  à  la 
droite  ihp.  b' p' )■,  ce  qui  se  fait  par  une  rotation  amenant  cette  droite 
à  être  de  front,  soit  en  (pO^,  p' b\).  On  mène  ensuite  les  tangentes  à 
la  méridienne  principale  parallèles  à/)'^',  et  l'on  efteclue  la  rotation 
inverse  sur  les  j)oints  de  contact. 

6 1 .  Éléments  de  la  covirbe  de  contact  dans  le  cas  d'une  quadrique 
de  révolution.  —  Si  la  surface  est  une  quadrique,  la  courbe  de  con- 
tact du  cône  circonscrit  de  sommet  ( .?,  s')  est  une  conique,  dont  le 
plan  est  le  plan  polaire  de  (5,  s  )  par  rapport  à  la  quadrique.  11  est 
important  de  savoir  construire  les  éléments  de  cette  conique.  Outre 
les  méthodes  qui  seront  indicpiècs  au  n"  02  pour  une  section  plane 
quelconque,  voici  la  man  hc  (pie  l'on  peut  suivre. 

Soit,  |)ar  exempif,  un  rllipsoid»'  à  ax«>  vertical.  11  s'agit  d(>  cons- 
truire la   courbe   (h'  contact    ibi    (  rtne    circonscrit   de  sommet  (5,  s). 
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Commençons  j)ar  faire  une  rotation  pour  amener  {s,  5)  en  (s,,  s') 
dans  le  plan  de  front  de  l'axe.  Le  plan  de  l'ellipse  de  eontact  est 
maintenant  le  plan  de  bout  a\  b\.  Les  jioints  a,  et  6,  sont  deux 
sommets  de  la  projection  horizontale  et  a\.  b\  sont  les  points  le  plus 


lij 
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haut  et  le  plus  bas  de  la  projection  verticale.  Dans  la  rotation  inverse, 
ces  propriétés  se  conservent  toutes  deux  :  a  el  b  sont  deux  sommets 
de  la  projection  horizontale  et  a\  b'  sont  les  points  le  plus  haut  et  le 
plus  bas  de  la  projection  verticale  (  '  ). 

Le  deuxième  axe  de  la  projection  horizontale  est  la  perpendicu- 
laire au  milieu  de  ab.  Pour  avoir  ses  sommets,  observons  qu'il  est  la 
projection  horizontale  de  l'axe  horizontal  de  la  courbe  de  l'espace 
iab  étant  la  projection  de  l'axe  de  plus  grande  jjenle  i.  dont  la  pro- 
jection verticale  est  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le 
milieu  c'  de  a  b' .  Il  suffit,  dés  lors,  de  couper  par  le  jilan  horizontal 
passant  par  c'  et  l'on  a,  en  e.  y,  les  sommets  cherchés.  Des  lignes  de 
rappel  donnent  ensuite  les  points  e  .  f .  extrémités  du  diamètre  hori- 
zontal de  la  projection  verticale. 

Xous  connaissons  finalement  les  axes  de  la  projection  hovizoîi- 
lale  et  deux  diamètres  conjugués  rie  la  projection  verticale. 


{')  Ces  points  ont  été  déjà  donnés  par  les  parallèles  limites  (n°  5G), 
Haag    —  Cours,  IV. 
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62.  Section  plane  d'une  surface  de  révolution.  —  Pour  avoir  un 
point  quelconque,  on  coupe  par  le  plan  cV un  parallèle.  Si  l'axe 
est,  par  exemple,  vertical,  on  peut  aussi  couper  par  un  plan  méri- 
dien et  faire  une  rotation  pour  amener  ce  |)lan  à  être  de  front. 

La  tangente  est  donnée  par  l'intersection  du  [)lan  sécant  et  du 
plan  tangent  ou  bien  par  la  méthode  des  normales. 

Si  l'axe  est  vertical,  les  deux  méthodes  précédentes  permettent 
évidemment  de  construire  les  points  sur  les  contours  aj)parents. 

Le  plan  méridien  perpendiculaire  au  plan  sécant  est  un  plan  de 
symétrie  pour  les  deux  surfaces,  donc  pour  leur  intersection.  Sa 
trace  horizontale  est  un  axe  de  symétrie  pour  la  projection  horizon- 
tale. En  lui  ap[)liquant  la  méthode  indiquée  ci-dessus,  on  obtient  des 
sommets  en  projection  horizontale  et,  en  projection  verticale,  les 
points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas.  (  La  tangente  en  chacun  de  ces 
points  dans  l'espace  est  perpendiculaire  au  plan  méridien.  ) 

Si  la  surface  est  une  quadrique.  le  deuxième  axe  de  la  section  est 
l'horizontale  du  |)lan  sécant  qui  passe  par  le  milieu  des  deux  |)oints 
précédemment  obtenus.  C'est  aussi  le  deuxième  axe  en  projection 
horizontale.  On  obtient  ses  extrémités  en  cou[)anl  par  le  plan  hori- 
zontal qui  le  contient.  En  projection  verticale,  on  a  ainsi  deux  dia- 
mètres conjugués. 

Les  asymptotes  |)euvent  être  construites  en  remphiçant  la  surface 
par  ses  cônes  asymptotes  (n"9),  qui  sont  toujours  de  révolution  et 
qui  sont  engendrés,  par  exemple,  par  les  asyjnpt(>le>  tie  la  méri- 
dienne. 

63.  Intersection  d'une  droite  et  d'une  surface  de  révolution.  — 
Si  la  surface  est  quelconque,  le  problème  ne  jieut  être  résolu  que 
dans  les  deux  cas  particuliers  suivants  : 

I.  La  droite  est  pei pendiculaire  à  raxe.  —  On  cou|)c  par  le 
|jlan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  |)ar  celte  droite.  Si  Taxe  est  ver- 
tical, les  constructions  sont  évidentes  et  très  simples.  S'il  est  obli<jue 
sur  les  deux  plans  de  j)rojcclion,  il  faut  utiliser  une  sphère  c(mlenant 
le  parallèle  de  section  par  le  plan  auxiliaire  precédeni  cl  l'un  est 
ramené  à  cherehei'  l  Mitei>eel  mn  de  la  droite  propox-e  a\ee  cette 
sphère. 

II.  l^a  droite  rencontre  ra.rr.  ()ii  coupe  pai-  le  pLiii   méridien 
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(jiii  la  conlieat.  La  construction  n'est  facile  que  si  l'axe  est  perpen- 
diculaire à  l'un  (les  plans  de  jirojection,  auquel  cas  on  fait  une 
rotation. 

64v  Cas  d'une  quadrique.  —  Soit,  par  exemple,  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution à  axe  vertical,  dont  nous  voulons  l'intersection  avec  la  droite  (D,D'). 
Coupons  |)ir  le  plan  projetant  verticalement  celte  droite.  La  section  de  lel- 
lipsoïle  est  une  ellipse  E,  dont  il  faut  prendre  l'intersection  avec  la  droite.  A 
cet  effet,  employons  l'artifice  suivant.  Pienons  comme  surface  auxiliaire  le 
cône  ayant  pour  liase  l'ellipse  et  pour  sommet  le  sommet  {s. s')  de  l'ellipsoïde. 

Fig.  3o. 


Ce  cône  possède  la  propriété  avantageuse  d'avoir  ses  sections  horizontales 
circulaires.  En  effet,  il  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  première  conique,  donc 
suivant  une  seconde.  D'autre  part,  le  sommet  (^.5')  est  un  point  double  de 
l'intersection;  comme  il  n'appartient  pas  à  la  première  conique,  c'est  néces- 
sairement un  point  double  de  la  seconde.  Donc,  celle-ci  se  décompose  en  deux 
droites,  qui  ne  peuvent  être  que  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  langent 
en  (5. s').  Or,  les  sections  horizontales  de  l'ellipsoïde  sont  des  cercles;  les  deux 
droites  ci-dessus  sont  donc  des  droites  isotropes.  Le  cône  étant  coupé  suivant 
un  cercle  de  rayon  nui  par  le  plan  horizontal  de  son  sommet,  toutes  ses  sec- 
tions horizontales  sont  circulaires.  {Cf.  t.  II,  Chap.  X.XXIJ  ;  Exercice  pro- 
posé n°  6.) 

Construisons  une  quelconque  de  ces  sections,  en  coupant,  par  exemple,  par 
le  plan  c' d'.  Le  plan  de  fiont  de  l'axe  étant  un  plan  de  symétrie,   il  suffit   de 
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construire  les  Iraces  des  génératrices  situées  dans  ce  plan  pour  avoir,  en  cd, 
un  diamètre  du  cercle  cherché. 

Nous  n'avons  plus  maintenant  qu'à  prendre  l'intersection  de  notre  cône  avec 
la  ilroitc  (D.D'),  ce  qui  se  fait  par  la  méthode  habituelle  i  n°  23).  Nous  cons- 
truisons la  trace  horizontale  ^/t  du  plan  (sD,  s'D');  nous  prenons  ses  points 
de  rencontre  î,/  avec  le  cercle;  nous  joignons  si.  sj  et  nous  avons,  en  (m, m') 
et  (n,n'),  les  points  cherchés. 

Cette  méthode  n'est  applicable  qu'à  la  condition  que  la  quadrique  soit  ren- 
contrée en  des  points  réels  par  son  axe.  Le  seul  cas  où  il  n'en  est  pas  ainsi  est 
celui  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Mais,  nous  indiquerons  une  méthode 
spéciale  pour  cette  surface  au  n"  81. 

Faisons  encore  observer  que.  dans  le  cas  du  paraboloïde,  si  l'on  prend  s' 
à  l'infini,  la  méthode  revient  à  utiliser  la  projection  horizontale  circulaire  de 
l'ellipse  E. 

60.  Intersection  d'une  surface  de  révolution  avec  un  cône  ou  un 
cylindre.  —  Bornons-nous  au  cas  où  Taxe  est,  par  exemple,  vertical, 
la  base  du  cône  étant,  en  outre,  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

La  méthode  générale  pour  construire  un  point  quelconque  consiste 
à  couper  par  un  cône  auxiliaire  ayant  même  sommet  que  le  proposé 
et  admettant  pour  base  iiii  parallèle  quelconque  de  la  surface.  On 
prend  rinlersection  des  deux  cônes,  en  se  servant  de  leurs  bases  dans 
le  plan  horizontal  et  l'on  prend  les  points  de  rencontre  des  <;énéra- 
trices  obtenues  avec  le  parallèle. 

Il  revient  au  même  de  dire  que  l'on  coupe  par  des  plans  horizon- 
taux, en  faisant  une  projection  conique  des  sections  auxiliaires  obte- 
nues. Si  la  base  du  cône  proposé  est  circulaire,  on  peut  d'ailleurs 
éviter,  si  l'on  veut,  cette  projection  conique  et  faire  la  projection 
orthogonale  habituelle.  Mais,  cela  n'est  pas  avantageux,  car  il  latit. 
chaque  fois,  construire  deux  cercles  au  lieu  d'un. 

La  tangente  au  point  courant  se  construit  par  rinlerseolion  des 
plans  tangents. 

Les  cônes  auxiliaires  limites  sont  ceux  qui  sont  tangents  au  pro- 
posé. Leur  détermination  est  généralement  impossible. 

Les  points  sur  les  contours  apparents  du  cône  ne  peuvent  èlre 
construits  (jue  si  les  génératrices  de  contour  apparent  satisfont  aux 
conditions  particulières  indiquées  au  n°  03  ou  bien  si  la  surface  de 
révolution  est  une  quadrique.  Les  points  sur  le  contour  a[)parenl 
liorizonlal  de  la  surface  de  révolution  sonl,  au  contraire,  toujours 
donnés   par   la   nK'lhode  générale   exposée   ci-dessus,  en   jH-enant    b-s 
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parallèles  qui  cunslitueni  ce  contour  apparent.  Quant  aux  points  sur 
le  contour  apparent  vertical,  on  ne  peut  pas,  en  général,  les  cons- 
truire directement,  car  la  section  du  cône  par  le  plan  méridien  de 
front  est  une  courbe  quelconque,  dont  on  ne  saurait  construire  les 
points  de  rencontre  avec  la  méridienne  principale. 

Cas  PARTicLi  ieus.  —  I.  Le  sommet  du  cône  est  sur  l'axe.  — 
Outre  la  méthode  générale  précédente,  on  peut  couper  par  les  plans 
méridiens,  en  faisant  une  rotation.  On  peut  ainsi  construire  les  points 
sur  les  contours  apparents  du  cône  et  sur  le  contour  apparent  ver- 
tical de  la  surface. 

II.  Cylindre  à  général}  ices  perpendiculaires  à  l'axe.  —  La 
méthode  générale  exposée  plus  haut  est  évidemment  en  défaut.  Mais, 
il  est  alors  très  simple  de  couper  par  les  plans  des  parallèles,  puisque 
ceux-ci  coupent  le  cylindre  suivant  des  génératrices. 

06.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent.  —  La  méthode  générale  pour  construire  un  point  quel- 
conque consiste  à  couper  par  une  sphère  ([uelconciue  ayant  pour 
centre  le  point  de  rencontre  des  deux  axes.  On  obtient  un  certain 
nombre  de  parallèles  sur  chaque  surface  et  l'on  prend  les  intersec- 
tions de  ces  parallèles  deux  à  deux.  Pour  construire  les  points  de 
rencontre  de  deux  parallèles,  on  prend  l'intersection  de  leurs  plans 
et  l'on  construit  les  deux  points  de  i^encontre  de  cette  droite  avec  la 
sphère  auxiliaire.  Les  points  ainsi  obtenus  sont  évidemment  symétri- 
ques par  rapport  au  plan  des  deux  axes,  lequel  est  donc  un  plan  de 
syméti'ie  de  la  courbe,  comme  cela  est,  du  reste,  évident  a  priori^ 
puisqu'il  est  plan  de  symétrie  [)Our  chaque  surface. 

Les  constructions  ne  sont  simples  que  si  le  plan  des  axes  est  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  de  projection.  Supposons-le,  par  exemple,  de 
front.  Soient  (A,  A')  et  (B,B')  les  deux  axes  et  donnons-nous  chaque 
surface  par  sa  méridienne  principale.  Coupons  par  une  sphère  de 
centre  {o.,o').  Nous  obtenons  des  parallèles  dont  les  plans  sont  de 
bout.  Soient,  par  exemple,  a'b'  elc'd'  les  projections  verticales  de 
deux  d'entre  eux.  Leurs  plans  se  coupent  suivant  une  droite  de  bout, 
de  trace  m'.  Nous  prenons  l'intersection  de  cette  droite  avec  la  sphère, 
en  coupant  par  un  plan  horizontal;  nous  obtenons  ainsi  deux  points 
de  la  courbe  d'intersection  (/;?,///)  et  (a/ï,, //?'). 
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Pour  couslniire  la  tangente  en  {m, ni),  le  pins  simple  est  d  .... 
plover  la  niélhode  des  normales,  car  on  a  immédlalemenl  les  nor- 
males inin.ni'n')  el  {mp,m'/>')  aux  deux  surfaces.  11  ne  rcsf  cpi'à 
mener  une  perpendiculaire  à  leur  plan.  La  droite  (/«/p,  «'//)  est  une 
frontale  de  ce  plan;  donc,  la  tangente  en  in  à  la  projection  verticale 
est  perpendiculaire  à  n' // .  Coupons  maintenant  le  plan  des  normales 
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par  le  plan  horizontal  ([ul  passe  par  ni'  :  nous  obtenons  le  point  {q,q') 
sur  la  droite  {/)/), /l'p')  et  la  droite  [/iu/^nt' (/')  est  une  horizontale  du 
plan  normal;  la  tangente  en  m  à  la  projection  horizontale  est  donc 
perpendiculaire  à  nir/. 

Sphères  /imites.  —  I^our  qu'une  sphère  auxiliaire  donne  des 
points,  il  faut  qu'elle  coupe  chaque  surface.  Les  s/)/ières  limites  sonl 
celles  fpil  sont  Inx  rites  dans  l'une  ou  l'autre  (h-s  deux  surfaces.  SI, 
i)ar  exemple,  nous  abaissons  la  normale  o' g  sur  la  méridienne  de  la 
surface  (A),  la  sphère  de  rayon  o'i,''est  limite  pour  cette  suilace.  Les 
parallèles  suivant  lesquels  elle  ((nipe  (H)  sonl  tangents  à  la  eoinhe 
d'inlerseetioii.   d'après    le    iheoième    «les  surlaces  limites  (u"  7  l.   En 
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projection  verticale,  ou  obtient,  de  la  sorte,  les  points  où  la  tangente 
est  perpendiculaire  à  B'. 

07.  Points  sur  les  contours  apparents.  —  Ou  ne  peut  pas,  en 
i;énéral,  construire  les  points  sui;  les  contours  apparents  horizontaux. 
11  n'j  a  exception  (jue  si  l'un  des  axes  est  vertical,  auquel  cas  on 
prend  les  sphèies  auxiliaires  passant  par  les  parallèles  niaxima  et 
niinima  de  la  surface  correspondante.  Signalons  aussi  le  cas  où  les 
deux  $iirface>  sont  des  (juadriques.  Le  contour  apparent  de  chacune 


d'elles  se  projette  verticalement  suivant  une  droite,  trace  du  plan 
diamétral  conjugué  des  cordes  verticales;  il  suflit  de  construire  les 
points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  conique  suivant  lac[uelle 
se  projette  verticalement  la  courbe  d'intersection. 

Les  points  sur  les  contours  apparents  verticaux  sont  les  points  de 
rencontre  des  méridiennes  principales.  (Il  peut  aussi  y  avoir  des 
points  sur  des  parallèles  à  plan  tangent  peipendiculaire  à  l'axe;  on 
les  oblieut  au  mo^en  des  sphères  auxiliaires  passant  par  ces  paral- 
lèles.) Soit  p'  l'un  de  ces  points.  Cherchons  sa  tangente.  Dans  l'es- 
pace, cette  tangente  est  de  bout,  puisque  les  plans  tangents  aux  deux 
surfaces  sont  de  bout.  En  projection  horizontale,  il  n'y  a  pas  de  diffi- 
culté; la  tangente  en  p  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  elle 
point  p  est  un  sommet  de  la  projection  horizontale.  En  projection 
verticale,  nous  savons  qu'il  faut  prendre  la  trace  du  plan  osculateur 
(  n''  1  ).  le  point />'  devant,  en  outre,  être  un  point  de  rebioussement. 
En  réalité,  on  n'a  pas,   à  proprement  parler,   un  point  de  rebrousse- 
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ment;  mais,  tous  les  points  de  la  projection  verticale  peuvent  être 
considérés  comme  tels,  ainsi  qu'on  le  verra  au  n"  68.  La  tangente 
en /^'  n'en  est  pas  moins  donnée  par  la  trace  verticale  du  plan  o>cula- 
leur  de  la  courbe  de  l'espace.  On  ol)tient  aisément  ce  dernier  au 
moyen  du  théorème  de  Meusnier  (t.  II,  n°  335).  Le  centre  de  cour- 
hure  normale  pour  chaque  surface  est  le  point  de  rencontre  de  la 
normale  avec  l'axe  (t.  II,  n"  363).  11  en  résulte  que  le  plan  osculateur 
cherché  est  perpendiculaire  à  la  frontale  a' b\  donc  aussi  la  tangente 
en  p' .  On  retrouve  tout  simplement  la  règle  pour  construire  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  la  projection  verticale,  ce  qu'on 
aurait  d'ailleurs  pu  prévoir,  par  raison  de  continuité. 

On  peut  aisément  déduire  des  raisonnements  qui  précèdent  la 
construction  du  centre  de  courbure  en  yj  à  la  projection  horizontale. 
En  effet,  l'axe  de  courbure  de  la  courbe  de  l'espace  est  la  droite 
{ab^a  b').  11  rencontre  la  normale  en  (p,/^')  au  cylindre  projetant 
horizontalement  la  courbe  au  point  (c,c'),  qui  est  donc  le  centre  de 
courbure  normale  de  ce  cvlindre,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure 
de  sa  section  droite.  Il  s'ensuit  que  le  centre  de  courbure  cherché 
n'est  autre  que  le  point  c. 

68.  Branches  virtuelles  de  la  projection  verticale.  —  La  courbe 
de  l'espace  admettant  le  plan  de  front  des  axes  pour  plan  de  symétrie, 
la  projection  verticale  peut  admettre  des  branches  virtuelles  (n"  10). 
Si,  dans  l'application  de  la  méthode  générale,  le  point  m'  se  trouve 
en  dehors  du  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  auxiliaire,  il 
aj^partient  à  une  telle  branche,  car  les  deux  points  de  la  courbe  (h^nl 
il  est  la  projection  verticale  sont  imaginaires  conjugués.  Le  cas  limite 
est  celui  où  ces  deux  j)oints  sont  confondus.  Ceci  arrive  lorsque 
le  point  m'  est  un  des  points  de  rencontre  des  méridiennes  prin- 
cipales, de  sorte  que  ces  points  sont  les  points  limites  des  branches 
virtuelles. 

Dans  le  cas  où  les  deux  surfaces  sont  des  quadriques,  on  peut  aisé- 
ment, par  l'application  de  la  méthode  générale  du  n"  10,  construire 
les  asynq)totes  de  ces  branches.  Pcuir  avoir  les  plans  de  sections 
homolhétiques,  on  inscrit  une  sj)hèr('  (lan>  une  <les  surfaces  cl  l'on 
circons(;rit  à  cette  sphère  une  cpiadricpie  homolhéli([ue  à  1  autre  sur- 
face. On  a  alors  deux  quadiitpies  circonscrites  à  une  menu;  troisiènu; 
et  se  coupanl,  par  conséquent,  suivant  deux  coniques.  Les  plans  de 
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ces  deux  coniques  sont  les  directions  de  plans  cliexxhées  ;  leurs 
traces  verticales  sont  les  directions  asjmptotiques  de  la  projection 
verticale  (laquelle  est,  comme  on  sait,  une  conique,  puisque,  d'une 
manière  générale,  le  degré  de  la  projection  verticale  est  la  moitié  du 
degré  de  la  courbe  de  l'espace).  Pratiquement,  on  trace  un  cercle 
bitangent  à  l'une  des  coniques  niéiùdiennes  principales,  la  corde  de 
contact  étant  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  surface.  Par  exemple,  on 
prend  le  cercle  décrit  sur  l'axe  de  l'équateur  comme  diamètre.  Puis, 
on  construit  une  conique  homothétique  à  l'autre  méiidienne  et  bitan- 
gente  à  ce  cercle,  la  corde  de  contact  étant  perpendiculaire  à  l'axe 
de  la  seconde  surface.  Les  sécantes  communes,  qui  se  coupent  au 
point  de  rencontre  des  deux  cordes  de  contact  ('),  sont  les  directions 
asymptotiques  cherchées.  (Rappelons  qu'elles  sont  conjuguées  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  cordes  de  contact  ;  t.  II.  n"  ■49'2.  ) 

Lorsqu'une  des  surfaces  est  un  hvperboloïde,  on  peut  prendre  son 
cône  des  directions  asymptotiques  comme  quadrique  homothétique. 
Il  suffit  alors,  dans  la  construction  précédente,  de  prendre  comme 
seconde  conique  deux  tangentes  au  cercle  parallèles  aux  asymptotes 
de  la  méridienne  de  l'hyperboloïde  et  se  coupant  sur  le  diamètre 
parallèle  à  l'axe. 

Si  l'une  des  surfaces  est  un  paraboloïde,  on  peut  prendre  comme 
surface  homothétique  un  cylindre  de  révolution  parallèle  à  l'axe  et, 
par  suite,  comme  seconde  conique,  les  deux  tangentes  au  cercle 
parallèles  à  cet  axe. 

Une  fois  connues  les  directions  asvmptotiques,  on  a  les  asymptotes 
comme  il  a  été  expliqué  au  n°  10. 

69.  Extension  de  la  méthode  des  sphères  auxiliaires.  —  La  mé- 
thode indiquée  au  n**  66  pour  construire  un  point  quelconque  peut 
être  appliquée  toutes  les  fois  qu'on  peut  trouver  une  infinité  de 
sphères  coupant  chacune  des  surfaces  dont  on  veut  construire  l'in- 
tersection suivant  un  cercle  variable.  (Les  surfaces  ne  sont  plus 
nécessairement  de  révolution.  ) 

Par  exemple,   supposons  que   1  on  ail  afïaire  à   un  tore  et  à  une 


(')  On  peut  en  conclure  que  les  dirc<  lions  asymptotiques  sont  confondues,  c'est- 
à-dire  que  la  projection  verticale  est  une  parabole,  lorsque  les  axes  des  deux 
surfaces  sont  parallèles  et  dans  ce  cas  seulement. 
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surface  de  révolulion  quelconque  ayant  son  axe  n'impoite  où  dans  le 
plan  de  Téquateur  du  tore.  Prenons  un  cercle  méridien  quelconque 
du  tore  et  considérons  la  sphère  qui  passe  par  ce  cercle  et  qui  a  son 
centre  sur  l'axe  de  la  seconde  surface.  Cette  sphère  coupe  la  seconde 
surface  suivant  des  parallèles,  qui  rencontrent  le  cercle  méridien  du 
tore  en  des  points  de  l'intersection. 

De  même,  si  l'on  a  affaire  à  deux  tores  avant  en  commun  un  cercle 
méridien,  on  pourra  couper  par  une  sphère  variable  passant  par  ce 
cercle.  Elle  coupera  chaque  tore  suivant  un  deuxièm.e  cercle  méri- 
dien et  les  deux  cercles  ainsi  obtenus  se  rencontreront  en  deux 
points  variables  de  l'intersection. 


chaphiœ  yi. 

SURFACE    GAUCHE    DE    RÉVOLUTION. 


70.  Généralités.  —  On  appt-lle  st/r/ace  gauche  de  révolution  la 
surface  engendrée  par  une  droite  tournant  autour  d'un  axe  qui  ne 
la  rencontre  pas. 

C  est  à  la  fois  une  surface  de  révolution  et  une  surface  réglée;  elle 
|)articipe,  par  conséquent,  à  la  fois  aux  propriétés  |)articulières  de  ces 
deux  catégories  de  surfaces. 

Nous  avons  vu  (t.  II,  n**  5o6)  que  c'est  aussi  un  hyperboluïde  à 
une  nappe  et  nous  le  vérilierons,  du  reste,  élémentairement,  en  cher- 
chant la  méridienne  principale  (n°  74). 

Il  en  résulte  que  la  surface  possède  toutes  les  propriétés  des 
quadriques  réglées  (t.  II,  n°  447). 

Supposons,  pour  simplifier.  Taxe  vertical,  soit  (  o,  o' z').  Soit 
(G,  G  )  la  droite  génératrice.  On  a  toutes  les  génératrices  du  même 
système,  en  la  faisant  tourner  autour  de  l'axe  d'un  angle  variable. 
C  Cï-t  là  un  problème  de  Géométrie  descriptive  élémentaire.  On  faci- 
lite les  constructions  par  la  considération  du  cercle  de  gorge ^  c'est- 
à-dire  du  parallèle  minimum.  Ce  cercle  est  décrit  par  le  pied  de  la 
perpendiculaire  commune  à  l'axe  et  à  (G,  G).  Comme  l'axe  est  verti- 
cal, cette  perpendiculaire  se  projette  horizontalement  suivant  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  o  sur  G,  soit  oa.  Le  point  a  se  relève  ensuite 
en  a\  sur  G  .  Dans  la  rotation,  {a,  a)  décrit  un  cercle  projeté  hori- 
zontalement en  \  raie  grandeur,  suivant  le  cercle  de  centre  o  et  de 
rayon  oa  et  verticalement  suivant  le  segment  horizontal  c' d' . 

La  trace  horizontale  {^h,  h'  )  de  ('G,  G  )  décrit  un  cercle  de  centre  o 
et  de  rayon  o^,  qui  con^titue  la  trace  horizontale  H  de  la  surface. 

Au  moyen  de  ces  deux  cercles,  il  est  facile  de  construire  rapide- 
ment une  génératrice  quelconque  (G,,  G',)  du  premier  sy^lème. 
D'abord,  G(,  de  même  que  G,  est  tangente  à  la  projection  horizon- 
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taie  du  cercle  de  gorge  (ce  qui  ne  veut  pas  dire,  bien  entendu,  que 
la  génératrice  soit  tangente  au  cercle  de  gorge  dans  l'espace).  Le  point 
de  contact  «,  se  relève  en  «',,  sur  c  d' .  La  trace  horizontale  ^,  est  un 
des  deux  points  de  rencontre  de  G,  avec  H.  On  le  choisit,  en  remar- 
quant que,  dans  la  rotation,  le  sens  positif  défini,  sur  le  cercle  de 


gorge,  par  la  demi-tangente  ab  (t.  U,  n"  11),  doit  toujours  rester  le 
même.  Cela  fixe  dés  loi's,  le  sens  de  a,  bx  et,  par  suite,  le  choix  de  />,. 
Avant  Z>,,  on  le  relève  en  b\  sur  la  ligne  de  terre  (*).  En  joignant 
a\  b\,  on  a  G', . 

7L  Les  génératrices  du  second  système  peuvent  être  définies 
comme  symétriques  des  génératrices  du  premier  système  par  rapport 
aux  plans  méridiens.  Prenons,  par  exemple^  la  symétrique  de  (G,  G') 
par  rapport  au  plan  méridien  oa.  Le  point  («,  a)  ne  change  pas  ; 
quant  au  point  (6,  6'),  il  est  remplacé  par  U'^  e),  de  sorte  que  (G,  G"^ 
est  une  génératrice  du  second  système. 

On  voit  qu'on  peut  distinguer  les  deux  systèmes,  sur  la  projection 
horizontale,    pai-   le    sens    de    la    demi-tangente    au   cercle  de  gorge 


(')  On  pciil  cvidciniiienl  faire  jouer  à  un  parallèle  i|uel(on(|uo  aulre  cpie  le  ccrele 
de  gorge  le  rùle  du  parallèle  II. 
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orientée  du  point  de  contact  vers  la  trace  horizontale.  Cette  demi- 
tangente  définit  deux  sens  de  rotation  opposés  sur  le  cercle  de  gorge, 
suivant  que  la  génératrice  considérée  appartient  au  premier  ou  au 
second  système. 

72.  Il  est  facile  de  vérifier,  sur  les  constructions  ci-dessus,  les 
propriétés  fondamentales  des  deux  systèmes  de  génératrices  (l.  II, 

n"4i7). 

Thkorème  I.  —  Deux  génératrices  de  même  système  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan. 

Car  si  les  génératrices  (G,  G')  et  (G|,  G',),  par  exemple,  étaient 
dans  un  même  plan,  les  droites  «a,  et  ^6,,  qui  joignent  des  points  de 
même  cote,  seraient  parallèles.  Or,  cela  est  impossible,  car  elles  font 
entre  elles  un  an  "le  é^al  à  aoai . 

THÉORÈ^rF.  II.  —  Deux  génératrices  de  systèmes  dij/érents  so/it 
dans  un  même  plan. 

Les  génératrices  (G,  G")  et  (G,.  G',)  sont  dans  un  même  plan,  car 
les  droites  «<7|  ele6,,  qui  joignent  des  ])oints  de  même  cote,  sont 
parallèles.  (Les  segments  ai  ^i  et  ae  sont  symétriques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  la  droite  om  ;  donc,  rt«,  et  eby  sont  perpendiculaires  à 
cette  droite  et,  par  suite,  parallèles.) 

Les  deux  génératrices,  étant  dans  un  même  plan,  se  rencontrent  au 
point  {m,  m').  Le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface  est  le  plan 
des  deux  génératrices.  Sa  trace  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge  est  la 
droite  (a«,.  a'a\),  dont  la  projection  horizontale  est  la  polaire  de  /// 
par  rapport  à  la  projection  horizontale  du  cercle  de  gorge. 

THnoiiÈME  III.  —  Tout  plan  passant  par  une  génératrice  est 
tangent  à  la  sur/ace. 

Donnons-nous  un  plan  quelconque  passant  par  (G,  G")  au  moyen  de 
sa  trace  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge,  soit  «ai .  Cette  trace  rencontre 
le  cercle  de  gorge  au  point  («,,  a\).  Menons  la  génératrice  (G(,  G',) 
qui  passe  par  ce  point  et  qui  est  de  système  différent  de  (G,  G);  elle 
rencontre  (G,  G')  en  (m,  ///)  et  le  plan  donné  est  tangent  à  la  surface 
en  ce  point. 
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73.  Plans  et  cône  asymptotes.  —  Le  plan  langent  au  point  à 
l'infini  sur  (G,  (}')  ou  plan  asjinptote  est  déterminé  par  la  génératrice 
proposée  et  par  la  génératrice  parallèle  (Gj,  G',).  (On  mène  G, 
tangente  au  cercle  de  gorge  et  parallèle  à  G;  puis,  on  choisit  la  trace 
horizontale  è|,  de  manière  que  les  deux  génératrices  soient  de  sys- 
tèmes différents  ;  ou  bien,  on  mène,  par  a'j,  G',  parallèle  à  G.) 

Fig.  3',. 


La  trace  de  ce  plan  sui-  le  plan  du  cercle  de  gorge  est  le  diamètre 
aa\.  Donc,  le  plan  asymptote  passe  par  le  centre  {0,0  )  de  la 
surface. 

i^a  trace  horizontale  du  même  [)lan  est  hb^  parallèle  à  </«,.  Quand 
la  génératrice  proposée  décrit  la  surface,  le  plan  asymptote  envelop|)e 
un  cône  de  sommet  (o,  o)  et  dont  la  base,  dans  le  plan  horizontal, 
est  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  or.  enveloppé  par  AA,.  Ce  cône 
<;st  le  cône  asymptote  de  la  suiface.  Sa  général rice  de  contint  avec 
le  ])lan  as\  niptote  est  la  droite  (oc,  o' r')  é(pii(li>lautc  do  (k'ux  génè- 
i-atrices  parallèles  ((i.  G')  et  ((îi,  (',  j- 


7i.  Méridienne  principale.  -  Nous  savons  (pie  icllc  nu-ridienue 
e.sl  une  hyperbole  de  centre  n'  et  d'axe  non  transverse  </c-  .  Ses 
asymptotes  sont  les  génératrices  de  front  \  et  IV  du  cône  asymptote, 
l'iiilin.  ses  sommets  .sont  les  r\l  ii'inilés  a  et  //  du  (liaincl  ic  ilc  iVoul 
du  cercle  de  i;ori;c. 
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7\) 


Il  est  aisé  de  vérifier  tout  cela  par  des  considérations  élémentaires.  Construi- 
sons un  point  quelconque  [m,  m')  de  la  méridienne  principale,  en  prenant  l;i 
trace  d'une  génératrice  quelconque  (G,  G')  sur  le  plan  méridien  de  front  F. 
Considérons,  d'autre  part,  les  génératiices  de  front  (A.  A')et{B,  B')  qui  sont 

55. 


du  système  différent  de  (G,  G).  Elle  rencontrent  cette  tierniére  en  (c,  c') 
et  {d.  </').  Le  point  »?  étant  au  milieu  de  cd,  ni'  est  au  milieu  de  c  d' .  Il  nous 
suffit,  dés  lors,  de  piouver  que  le  produit  o'c' .o'd'  est  constant,  car  ce  produit 
est  le  quadruple  du  produit  des  coordonnées  de  m',  rapporté  aux  axes  A' et  B'. 
()r,  si  3t  désigne  l'angle  des  génératrices  avec  Taxe  de  la  surface,  on  a 


o'd' 


fd 
sina 


o  c  .0  d'  ^ 


rc.fd 
si  11 -7. 


D'autre  part,  les  longueurs  ce  et  dj  sonl  respectivement  égales  à  cj)  et  à  dp  ; 

donc,  le  produit  ec.fd  est  égal,  au  signe  près,  à  pc.pd:  il  est  donc  égal  à  op 

Finalement,  o'c'. o'd'  —    (     .         )    ;  il   est  constant  et  le  lieu  de /n'  est  bien  une 
\  sina  / 

hyperbole  admettant  A'  et  B'  pour  asymptotes. 

Le  point   ni    étant   au    milieu  de  c' cl' ,   celle  dernière  droite   est, 
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comme  on  sait  (t.  II,  n°  oil),  la  tangente  en  ju' .  De  sorte  que  la  méri- 
dienne principale  est  Ven^^eloppe  des  projections  verticales  des 
génératrices.  Ceci  est,  d'ailleurs,  un  cas  particulier  d'une  proposition 
plus  générale  (t.  Il,  n"  369),  si  l'on  observe  que  ladite  méridienne  est 
le  contour  apparent  vertical  de  la  surface. 

De  même,  le  contour  apparent  horizontal,  qui  est  le  cercle  de 
gorge  (n°oO).  est,  nous  l'avons  vu  (n"  70),  l'enveloppe  des  projections 
horizontales  des  génératrices. 

7o.  Problèmes  sur  les  plans  tangents.  —  Tous  les  problèmes  sur 
les  plans  tangents  peuvent  être  résolus  par  les  méthodes  générales 
exposées  aux  n"'  33  à  61.  Mais,  on  peut  aussi  les  résoudre  par  des 
méthodes  particulières,  basées  sur  l'emploi  des  génératrices. 

Problilme  I.  —  Construire  la  courbe  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit à  partir  d\in  point  donné  (s,  s'). 

Pour  avoir  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  on  l'assujettit  à 
se  trouver  sur  une  génératrice  donnée  quelconque  (G,  G'). 

Bornons-nous  à  faire  les  constructions  en  projection  horizontale, 
les  projections  verticales  s'en  déduisant  par  le  moyen  des  lignes  de 
rappel.  Nous  nous  donnons  la  surface  par  son  cercle  de  gorge  C  et  sa 
trace  H  sur  le  plan  horizontal  du  point  donné  s  ('  ). 

Fiir.  3(>. 


Le  point  cherché  se  trouve  à  rinlersection  de  G  avec  la  génératrice 

(')  (leci  cxcliil  le  cas  où  ce  point  sr  iroiivc  duns  le  plan  du  cercle  de  porge.  Mais, 
dans  ce  cas,  le  plan  de  la  courbe  de  conlacl  est  cvidenimenl  vertical  el  la  projection 
liori'/ontale  de  la  courbe  se  fail  sur  la  polaire  de  s  par  ra[)porl  à  la  projection  du 
cercle  de  gt)rge. 
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de  système  difTérent  située  dans  le  plan  (S.  G).  Pour  construire  cette 
seconde  «génératrice,  cherchons  le  point  où  elle  rencontre  le  cercle  de 
gorge.  A  cet  effet,  nous  prenons  la  trace  du  plan  (S,  G)  sur  le  plan 
de  ce  cercle.  Cette  trace  passe  d'abord  par  la  trace  a  de  G.  Ensuite., 
elle  est  parallèle  à  56,  trace  de  (S,  G)  sur  le  plan  de  H.  Elle  coupe  C  en 
c  et  la  tangente  en  ce  point  à  C  est  la  projection  de  la  génératrice 
cherchée  (c'est  aussi  la  droite  al).  Elle  rencontre  G  en  ///.  qui  est 
le  point  demandé. 

Cherchons  la  tangenle  en  ce  point.  Elle  se  trouve  à  l'intersection 
du  plan  tangent  avec  le  plan  polaire  de  S.  Coupons  ces  deux  plans 
par  le  plan  de  gorge.  La  trace  du  plan  tangent  est  ac.  La  trace  du  plan 
polaire  est  la  polaire  p  de  s  par  rapport  à  C.  En  effet,  cette  trace  se 
trouve  dans  les  plans  polaires  de  S  et  du  point  àTinfini  dans  la  direc- 
tion verticale  ;  c'est  donc  la  droite  conjuguée  de  la  verticale  du  point 
S  (^t.  il,  n"  436).  Par  suite,  elle  se  trouve  dans  le  plan  polaire  du  point 
où  cette  verticale  perce  le  plan  de  gorge  ;  or,  ce  plan  polaire  contient 
évidemment  la  droite  p. 

Les  droites  ac  et  p  se  rencontrent  maintenant  au  point  /  (qui  se 
rappellerait  sur  la  projection  verticale  du  cercle  de  gorge)  et  la  droite 
mt  est  la  tangente  cherchée. 

76.  Poinls  reniarrjuables. —  Nous  avons  d'abord  les  sommets  situés 
sur  sa.  On  pourrait  les  construire  par  la  méthode  du  méridien  (  n"  o7). 
Mais,  il  est  plus  simple  d'appliquer  la  méthode  précédente,  en  prenant 
pour  droite  bd  la  perpendiculaire  à  os.  Les  tangentes  à  C  issues  du 
point  h.  par  exemple,  rencontrent  sa  aux  sommets  cherchés  m  et  n. 

Le  milieu  /  de  mn  est  le  centre  de  la  projection  horizontale  de  la 
conique  de  contact  ;  la  perpendiculaire  pcj  menée  par  ce  point  à  os 
est  le  deuxième  axe.  Pour  avoir  les  sommets  correspondants,  il  suffit 
de  couper  par  le  plan  horizontal  équidistant  des  points  M  et  N  de 
l'espace.  La  section  de  la  surface  gauche  est  un  parallèle,  qui  ren- 
contre bn  en  un  jjoint  :l:  situé  au  milieu  des  points  où  cette  généra- 
trice rencontre  les  jiarallèle^  des  points  M  et  N.  Le  premier  de  ces 
deux  points  est/,  obtenu  en  traçant  le  parallèle  de //i  ;  le  second  est  «. 
i\ous  prenons  maintenant  le  milieu  ù  àe  fn  et  nous  traçons  le  paral- 
lèle qui  passe  par  ce  point.  11  coupe  la  droite  y>^  aux  deux  >ommels/> 
et  q  cherchés. 

Si  l'on  raj)pelle  les  quatre  points  m,  n,p.,ri  en  projection  vcrli- 
llAAU.  —  Cours.  IV.  -  6 
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cale,    on   ohlionl    deux    diamètres    conjugués    de    cette    projection 

(n"  61  ). 

Les  points  sur  le  conloiu-  apparent  horizontal  sont  les  points  de 
contact  des  tangentes  à  C  menées  par  .v  (  n'^  2  i. 

Fig.  37. 


hespoi/its  sur  le  contour  apparent  vertical  peuvent  être  ohlcnn^ 
par  la  méthode  jj;énérale  du  méridien  (n"  o7V  11  est  plus  simple  de 
les  coiislruiic  au  movcn  des  général i-ices.  en  prenant  bd  pcr|>endi- 
culairc  à  la  ligne  de  terre  (  '). 

77.  iMioBLKMF.  II.  —  Mener  h's  plans  t<tn^ents  parallèles  à  un 
plan  donné.  —  Le  prohléuie  re\  ieul  é\  nhiument  à  conslruiie  les 
génératrices  parallèles  à  ce  plan  et  à  1rs  associer  deux  ii  deux,  en 
les  prenant  de  systèmes  différents.  On  obtient  d'ailleurs  les  diroc- 


(')  l)'iine  manière  ;;énérale,  un  a  les  points  mit  un  méridien  donne  on  prenant  bd 
perpendiculaire  a  i:e  méridien. 
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lions  de  ces  génératrices  en  coupant  le  cône  asymptote  par  un  jtlan 
|>arallèle  au  plan  donné  mené  par  le  sommet  de  ce  cône. 

La  surface  étant  toujours  déterminée  par  C  et  H,  déterminons 
le  plan  donné  par  1(^  centre  o  de  la  surface  et  par  la  droite  P  du 
plan  de  H.  Construisons  la  trace  T  du  cône  asymptote  et  prenons 
ses  deux  points  de  rencontre  a  el  b  avec  P.  Les  génératrices  cher- 
chées sont  parallèles  à  oa  et  à  ob.  On  a  leurs  projections  A,  A,,  B,  B, . 

ri 2. 38. 


en  menant  les  tangentes  à  C  parallèles  à  ces  deux  droites.  En  asso- 
ciant A  et  B  d'une  part.  A,  et  B,  dautre  part,  on  obtient,  en  /n  et  p. 
les  points  de  contact  des  plans  demandés. 

Faisons  remarquer  que  ces  points  ^ont  sur  la  perpendiculaire  à  1*. 
menée  par  o,  car  ds  sont  dans  le  j)lan  méridien  perpendiculaire  au 
plan  donné. 


78.  pROBLÈAiE  III.  —  Méfie/-  les  plans  lans^ents  passant  par  une 
'Iroile  donnée. 

On  peut  dabord  apjjliquer  la  méthode  du  n"  oo.  Si  Ion  veut,  au 
c  jnlraire,  utiliser  les  génératrices,  on  peut  s'appuver  sur  ce  fait  que 
les  génératrices  situées  dans  les  plans  demandée  rencontrent  la 
droite  D  donnè»^  aux  deux  points  d  interjection  de  cette  droite  avec 
la  surface.  Inversement,  supposons  ces  deux  points  construits. 
Menons  les  deux  génératrices  qui  passent  par  chacun  d'eux.  En 
associant  ces  quatre  génératrices  deux  à  deux,  en  les  prenant  dans 
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(les  systèmes  dilTérents,  on  a  les  plans  demandés.  On  voit  donc  que 
le  piobléme  proposé  revient  à  l'intersection  d'une  droite  avec  une 
surface  gauche  de  révolution,  problème  qui  sera  résolu  au  n°  80. 

79.  Section  plane.  ^—  Pour  construire  un  point  quelconque,  on 
prend  l'intersection  d'une  génératrice  quelconque  avec  le  plan  sécant. 
On  a  la  tangente  en  ce  point,  en  menant  la  seconde  génératrice  qui 
en  est  issue  et  construisant  l'intersection  du  plan  de  ces  deux  géné- 
ratrices avec  le  plan  sécant. 

Dans  la  pralicjue,  on  cherche  tout  de  suite  les  éléments  de  la  sec- 
tion, comme  il  a  été  expliqué  au  n°  62.  Observons  seulement  que 
pour  avoir  les  sommets  de  l'axe  situé  dans  le  plan  méridien  de  symé- 
trie, on  peut  appliquer  la  méthode  du  cas  III  du  n"  80;  pour  avoir 
les  deux  autres  sommets  (dans  le  cas  de  la  section  elliptique),  on 
ap[)liquera  la  méthode  du  cas  II.  Si  la  section  est  |jaral)olique,  on 
pourra  construire  le  sommet,  en  appliquant  la  méthode  du  cas  1\  , 
puisque  l'on  connaît  déjà  un  point  d'intersection,  à  savoir  le  point 
à  l'infini. 

La  construction  des  points  sur  le  contour  apj)arent  horizontal  est 
évidente.  Pour  avoir  les  points  sur  le  contour  apparent  vertical,  on 
|)eut  procéder  comme  pour  une  surlace  de  révolution  quelconque, 
en  utilisant  la  méridienne.  On  peut  aussi  construire,  par  la  méthode 
tlu  n°  80  (cas  III),  les  points  de  rencontre  de  l'hjperboloïde  avec 
la  droite  d'Intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  de  front  de  l'axe. 

80.  Intersection  avec  une  droite.  —  Nous  allons  d'abord  examiner 
plusieurs  cas  particuliers  où  la  C()n>truction  est  simple. 

I.  La  (Iroile  est  parallèle  à  Vaxe.  —  Si  nous  supposons  tou- 
jours l'axe  vertical,  cela  revient  à  chercher  la  projection  verticale 
d'un  j)oint  de  la  surface,  connaissant  sa  projection  horizonlah*  m. 
On  j)Ourrait  utiliser  le  parallèle  qui  passe  par  ce  point,  comme  dans 
le  cas  d'une  surface  de  révolution  quelconque  {x\"  i8).  On  peut  aust-i 
construire  une  des  génératrices  qui  passent  par  le  point  cherché.  Sa 
projection  horizontale  est  une  tangente  ma  menée  de  ///  à  la  projec- 
tion du  cercle  de  gorge.  Elle  rencontre  le  cercle  H  en  deux  points  h 
et  r.  (pii  se  rappellenl  en  h'  et  c'  sur  la  ligne  de  terre.  Les  droites  a' b' 
<'t  a' c    conNlituciil    les    projections   verticales   des   deux  geneialriees 
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projetées  horizontalement  en  ma.  La  ligne  de  rappel  de  m  les  ren- 
contre en  vi'  et  ///",  qui  sont  les  projections  verticales  des  points 
cherchés. 

Remarquons  que  celte  méthode  revient  à  couper  la  surface  par 
un  plan  tangent  au  cercle  de  gorge  mené  par  la  droite  donnée. 

Fig.  39. 


Cette  interprétation  peut  servir  à  résoudre  le  problème,  lorsque 
l'axe  a  une  position  quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projec- 
tion. 

11.  La  droite  est  perpendiculaire  à  Vaxe.  —  On  coupe  par  le 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  comme  pour  une  surface  de  lévolution 
quelconque  (n"  63).  Bien  entendu,  pour  déterminer  le  parallèle  de 
section,  on  se  sert  du  point  de  rencontre  du  plan  auxiliaire  avec  une 
génératrice  de  la  surface. 

m.  La  droite  rencontre  ra.re.  —  On  coupe  par  le  cône  de  réio- 
lution  engendré  par  la  droite  en  tournant  autour  de  l'axe  de  la 
surface.  L'intersection  se  compose  de  deux  parallèles,  dont  on 
prend  les  points  de  rencontre  avec  la  droite.  Pour  avoir  ces  paral- 
lèles, on  construit  l'intersection  d'une    génératrice    quelconque  de 
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la  surface  avec  le  côiie^.   Les    parallèles    qui  passent  par  ces  points 
sont  les  parallèles  rlierchés. 

Faisons  l'épure  dans'le  cas  où  l'axe  esl  vertical.  Prenons  la  géné- 
ralrice   de   front  (G,  G'),    par  exemple.    Le   plan   (^G,  .s'G  )  a  pour 
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trace  horizontale  la  droite  ac.  Cette  trace  rencontre  la  trace  horizon- 
tale du  cône  auxiliaire  aux  deux  [)oints  ip,p')  et  (ry,  q').  En  joi- 
gnant s'p'  ei-s'q\  on  a,  en  /'  et  i\  les  projections  verticales  des 
points  d'inleisection  de  (G,  G' )  avec  le  cône.  En  nicniiul.  pai"  ces 
|)oints,  des  horizontales,  on  a  les  projections  verticales  (h^s  |)arallèics 
cherchés.  Elles  rencontrent  D  en  ni\  /i',  qui  se  rappellent  en  //<,  ii 
sur  D.  Les  points  (/;?,  in'  )  et  (  /?,  n'  )  sont  h\s  points  demandés. 

1\.  Ln  droite  esf  (/(le/co/iquc  ;  nuiis  on  ro/uiii/i  dijà  un  des 
points  <r intersection.  —  Ou  construit  lune  des  génératrices  qui 
passent  par  ce  [)oint,  soit  (».  Puis,  on  coupe  par  le  |dan  (  D,  G  );  on 
obtient  um<^  deuxième  génératrice,  qui  rencontre  I)  au  second  point 
d  intersection  cherché. 

h'aisons  encore  1  épure,  en  supposant  Taxe  vertical.  Soit  (^,  />' )  le 
point  connu,  situé  sur  la  génératrice  (G,  (i  ).  Nous  prenons  la  trace 
{tih.  ah')  (hi  phin  ((ID,  G  D' )  sur  \c  phui  (h-  gorge.  La  di'oite  oh 
reiieonlif  \v,   ccrcli'    ih'    <;()ri;e    en  c.  Nous  i)i(iuu»>    la    tangente  en  ce 
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point  à  ce  cercle;  elle  rencohtre  D  en  w,  que  nous  rappelons  en  in\ 
sur  D'.  Le  point  (m,  m'  )  est  le  point  cherché. 

Fig.  4,. 


81.  Cas  général.  —  Nous  imliqucrotis  la  niélli'nle  tlile  «  de  Rouchû  ». 
Coupons  par  la  surface  auxiliaire  obtenue  en  faisant  tourner  la  droite  D 
autour  d'un  axe  choisi  de  telle  manière  que  les  deux  surfaces  aient  même  plan 
de  goi^e.  Leur  intersection  admet  ce  plan  comme  plan  de  symétrie  et  s"v 
projette,  par  conséquent,  suivant  une  conique.  Cette  conique  passe  par  les 
points  de  rencontre  des  deux  cercles  de  gorge,  donc,  en  particulier,  par  les 
points  cycliques.  Cest  donc  un  cercle.  Klle  rencontre  la  projection  de  D  aux 
piojerlions  des  deux  points  demandés. 

Faisons  Tépure,  en  supposant  toujours  Taxe  vertical.  La  droite  (D,  D')  perce 
le  plan  de  gorge  en  (a,  a  ).  La  trace  horizontale  de  Taxe  de  la  surface  auxi- 
liaire doit  se  trouver  sur  la  perpendiculaire  menée  par  «  à  D;  prenons-la, 
par  exemple,  en  p.  en  nous  arrangeant  pour  que  le  nouk'eau  cercle  de 
gorge  E  rencontre  le  premier  en  deux  points  réels  b  et  c,  qui  sont  déjà  deux 
points  du  cercle  F,  suivant  lequel  se  projette  l'intersection  des  deux  sur- 
faces. Construisons  ensuite  deux  autres  points  de  ce  cercle,  en  coupant  les 
deux    surfaces   par   un    plan   horizontal.    Nous   obtenons   le   cercle    H   dans  la 
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surface   donnée  et  le  cercle   I,  de  centre  p   et   de  rayon  pd.  dans  la  surface 
auxiliaire.    Ces    deux    cercles    se    rencontrent   en    e    et   /.  Nous    liaçons    le 


Fis.  /|2. 


cercle  F  qui  passe   par   6,  c,  e^f\   il  renoonire    D  en    ni,   n,  qui   se  rappellent 
en  /n',  n'  sur  D'.   Les  points  {ni,  ni')  et  {n,  n)  sont  les  points  cherchés. 


8'2.  Intersection  avec  une  surface  quelconque.  —  l*oiir  construire 
1  intersection  d'une  surface  gauche  de  révolulion  A  avec  une  autre 
surface  H.  on  peut  considérer  \  soit  coiniiie  une  surface  de  révolu- 
tion, en  apj)licjuant  les  uiélliodes  du  Chapitre  |)récédent,  soil  ct)uime 
une  surface  réglée,  en  prenant  lintersectlon  îles  génératrices  succes- 
sives avec  B.  Par  exemple,  si  B  est  un  cône,  on  peut  a|)pliiju<'r  la 
méthode  du  n"  6o ;  mais,  on  peut  aussi  couper  par  des  phms  auxi- 
liaires passant  par  le  somuiet  du  cône  et  par  les  génératrices  de  A. 
De  même,  si  les  deux  surfaces  sont  des  livperboloïdes  avant  tine 
génératrice  couiininn\  on  eoiipeia  pai"  un  plim  \aiiidtle  pa^siiiil  |>ar 
celte  «rénéi-alriee. 
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82  bis.  Cas  où  l'axe  est  oblique.  —  Lorsque  l'axe  de  la  surface  est 
oblique  sur  les  deux  plans  de  projection,  les  diverses  constructions 
étudiées  dans  ce  Chapitre  sont  généralement  beaucoup  plus  compli- 
quées que  dans  le  cas  où  l'axe  est  vertical  ou  de  bout. 

Le  cercle  de  gorge  doit  alors  être  déterminé  par  son  plan  et  par 
une  sphère.  Les  constructions  où  intervient  ce  cercle  se  font  par  un 
rabattement  ou  par  un  changement  de  plan.  Si,  par  exemple,  l'axe 
est  de  front,  il  j  a  avantage  à  prendre  le  plan  de  gorge  comme  plan 
iiorizontal  auxiliaire. 

Le  contour  apparent  horizontal  est  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
diamétral  conjugué  des  cordes  verticales.  Pour  déterminer  ce  plan, 
on  peut  remplacer  l'hyperboloïde  par  son  cône  asymptote  et  l'on  est 
ramené  à  chercher  le  plan  des  génératrices  de  contour  ap|)arenl 
horizontal  de  ce  cône.  Ces  génératrices  sont,  du  reste,  les  asymptotes 
du  contour  apparent  de  l'hyperboloïde.  Si  elles  ^ont  réelles,  c'est- 
à-dire  si  la  verticale  qui  passe  j)ar  le  centre  de  la  surface  est  exté- 
rieure au  cône  asymptote,  le  contour  apparent  est  une  hyperbole. 
Il  est,  au  contraire,  une  ellipse,  si  la  verticale  ci-dessus  est  intérieure 
au  cône  asymptote.  Enfin,  si  le  cône  asymptote  admet  une  génératrice 
verticale,  le  contour  apparent  se  réduit  à  deux  points,  qui  sont  les 
traces  horizontales  des  deux  génératrices  verticales  de  la  surface. 
(Les  plans  tangents  verticaux  sont,  en  effet,  les  plans  qui  passent 
par  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  génératrices;  leurs  traces  horizon- 
tales enveloppent  donc  les  deux  jioinls  ci-dessus.) 
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83.  Hyperboloïde  à  une  nappe.  — •  Le  cas  le  plus  Inléressant  au 
pt)int  de  vue  de  la  (iéoniétrie  descriptive  esl  celui  des  quadriques 
i<'i;lécs,  grâce  à  renijdoi  qu'on  peut  faire  des  génératrices  rectilignes 
pour  la  résolution  des  divers  problèmes.  Nous  allons  commencer  par 
étudier  Y  hyperboloïde  à  une  nappe. 

l  ne  telle  surface  est  entièrement  déterminée  par  la  connaissance 
de  irais  génératrices  de  même  système  G,,  Go,  G3.  Pour  construire 
une  génératrice  quelconque  G'  du  second  système,  on  coupe  par  un 
j)lan  quelconque  I'  passant,  par  exemple,  par  G(.  Ce  plan  coupe  G^ 
et  G-j  en  deux  points,  qu'il  suffit  de  joindre  pour  avoir  la  génératrice 
cherchée.  On  peut  construire,  de  cette  manière,  trois  génératrices  du 
second  système,  soit  G',,  G',,  G',.  Puis,  en  leur  appliquant  la  méthode 
précédente,  on  peut  construire  autant  de  génératrices  que  l'on  veut 
du  premier  système. 

Pour  avoir  un  jjoiut  (piclconque  de  la  surface,  ou  prend  un  poiul 
quelconcpie  sur  une  génératrice  quelconque.  On  détermine  le  plan 
langent  en  ce  poiul  par  ladite  généralrice  cl  par  la  tleuxième  géné- 
ratrice passant  par  le  point.  (Pour  construire  celte  <leu\ième  généra- 
trice, on  construit  la  droite  qui  passe  par  le  point  et  (pii  s'appuie  sur 
deux  génératrices  de  l'autre  système,  ce  qui  esl  un  prohlème  élémen- 
taire bien  connu.) 

(Corrélativement,  si  l'on  veut  avoir  le  point  <le  conlael  d  iiu  plan 
mené  jiar  une  génératrice,  on  prend  l'inlersecliiui  k\c  celle-ci  avec  la 
généralrice  du  second  système  contenue  dans  le  plan  (laquelle  esl 
obtenue  en  joignant  les  points  de  rencontic  (bi  plan  avec  deux  géné- 
ratrices «pieleoncpies  (bi  premier  système). 

«Si.    Cône   asymptote.      -   (  )ii   eon^tiuil    les  gi'-neraliiees   parallèb"- 
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aii>.  i^énéralrices  données  G,,  Go,  G-,.  Par  exemple,  la  ij;énéralnee 
parallèle  à  G,  s'oblicnt  en  menant  par  G;,  nn  plan  parallèle  à  G|  ;  ce 
plan  rencontre  G,,  en  un  point  qui  appartient  à  la  <;énératricc  cher- 
eliée.  Le  plan  do  deux  génératrices  parallèles  est.  comme  on  sait,  un 
plan  asymptote,  qui  touche  le  cône  asymptote  suivant  la  droite  équi- 
distante  des  deux  génératrices  considérées.  Quand  on  aura  fait  la 
construction  indiquée  au  début  de  ce  paragraphe,  on  possédera  donc 
trois  plans  asymptotes  et  leurs  génératrices  de  contact  avec  le  cône 
asymptote,  ce  qui  est  plus  que  suflisant  pour  déterminer  ce  dernier. 
(Sa  base  dans  un  plan  quelconque  est  déterminée  par  trois  points  et 
les  tangentes  en  ces  points.) 

On  peut  observer  que  les  six  génératrices  deux  à  deux  parallèles 
dont  il  est  question  ci-dessus  sont  six  arêtes  d'un  parallélépipède, 
dont  les  trois  plans  asymptotes  précédents  sont  des  plans  diagonaux 
et  dont  le  centre  est  aussi  le  centre  de  l'hyperboloïde. 

80.  Contovirs  apparents.  —  Le  contour  apparent  horizontal,  par 
exemple,  est  l'enveloppe  des  projections  horizontales  des  généra- 
trices. Pour  avoir  le  point  de  contact  de  la  projection  g  de  G,  on 
construit  la  génératrice  du  second  système  contenue  dans  le  plan 
vertical  passant  par  G;  cette  génératrice  rencontre  G  en  un  point, 
dont  la  projection  horizontale  est  le  point  de  contact  cherché. 

La  courbe  de  contour  apparent  dans  l'espace  est  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales.  Elle 
admet  pour  asymptotes  les  génératrices  de  contour  apparent  hori- 
zontal du  cône  asvmptote.  Suivant  que  ces  génératrices  sont  réelles 
ou  imaginaii'es.  le  contour  apparent  de  l'hyperboloïde  est  une  hyper- 
bole ou  une  ellipse.  Dans  le  cas  intermédiaire  où  le  cône  asvmptote 
a  une  génératrice  verticale,  l'hyperboloïde  a  deux  génératrices  verti- 
cales, dont  les  traces  horizontales  constituent  le  contour  apparent 
(dégénérescence  langentielle;  cf.  t.  II,  n"  ii2).  Toute  courbe  tracée 
sur  la  surface  a  une  projection  horizontale  qui  passe,  en  général,  par 
ces  deux  points  (elle  passe  par  chacun  d'eux  un  nombre  de  fois  égal 
au  nombre  des  points  de  rencontre  de  la  courbe  de  l'espace  avec  la 
génératrice  verticale  qui  se  projette  au  point  considéré),  en  y  chan- 
geant de  ponctuation.  Il  est  assez  difficile,  dans  ce  cas  particulier,  de 
se  représenter  la  surface  en  projection  horizontale.  Par  contre,  ce  cas 
■est  avantageux  au  point  de  vue  des  constructions  relatives  aux  gêné- 
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ratiices,  parce  (|iie,  dans  chaque  système,  les  projections  horizon- 
tales de  ces  droites  passent  par  un  point  fixe,  qui  est  la  trace 
horizontale  de  la  i;énérati-ice  verticale  appartenant  à  l'autre  système. 

86.  Problèmes  relatifs  aux  plans  tangents.  —  Ils  se  résolvent, 
en  principe,  comme  dans  le  cas  de  la  surface  gauche  de  révolution. 
L'exécution  de  l'épure  seule  diffère,  car  on  n'a  plus  ni  cercle  de 
gorge,  ni  parallèles  pour  faciliter  la  construction  des  génératrices, 
lesquelles  doivent  être  construites  suivant  les  principes  exposés  au 
n"  83. 

La  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  partir  d'un  point 
doTiné  S  se  détermine  par  points,  en  cherchant  le  point  de  contact 
du  plan  passant  par  S  et  par  une  génératrice  quelconque.  On  peut 
aussi  se  ramener  à  une  section  plane,  en  déterminant  le  plan  polaire 
de  S,  ce  qui  peut  se  faire  en  construisant  trois  points  de  la  courbe  de 
contact  par  la  méthode  ci-dessus. 

Pour  construire  les  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné,  on 
cherche  les  génératrices  parallèles  à  ce  plan,  en  déterminant  d'abord 
leurs  directions  par  rinterseclion  du  cône  asymptote  avec  un  plan 
mené  par  son  sommet  parallèlement  au  plan  donné  (cf.  n°  ")• 

Pour  mener  les  plans  tangents  par  une  droite  donnée,  on  construit 
les  génératrices  issues  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la 
surface  (n"  78). 

87.  Sections  planes.  —  La  construction  d'un  point  courant  est  la 
même  qu'au  n"  70.  Quant  aux  éléments  de  la  section,  ils  ne  sont 
faciles  à  déterminer  que  dans  le  cas  de  la  section  hyperbolique;  on 
construit,  alors,  les  asymptotes,  qui  sont  les  mêmes  que  pour  la 
section  du  cône  asymptote  pai-  le  même  plan. 

Si  la  section  est  <'lli|)lif|ue,  on  peut  ciierolicr  ses  axes  (dans  l'espace  on  en 
projection  )  en  ri'njarqnanl  qu'ils  sont  encore  les  n)èmes  que  pour  la  section 
du  cône  asymptote.  La  délerniinalion  des  sommets  se  ramène  ensnilo  à  l'in- 
tersection (l'une  droite  avec  l'Iiyperholoïdc  (n°  88).  On  peut  aussi  se  servir 
des  sommets  de  la  section  du  cône  asymptote,  en  se  rappelant  que  les  deux 
sections  sont  homothéliques  cl  concentriques.  Dans  tous  les  cas.,  les  cons- 
tructions sont  compliquées.  On  peut  encore  construire  deux  diamètres  conju- 
fiués,  en  remarquant  qu'il  est  possible  d'avoir  les  point*  de  contact  des  tan- 
gentes à  la  section  parallilrs  à  une  direction  donnée,  en  pienani  les  points  de 
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rencontre  de  la  surface  avec  l'intersection  du  pian  sécant  et  du  pian  diamétral 
conjugué  de  la  direction  considérée.  Mais,  cela  non  plus  n'est  pas  simple. 

Lorsque  la  section  est  parabolique,  on  peut  se  servir  de  la  section  du  cône 
asymptote,  en  remarquant  que  les  deux  courbes  peuvent  se  déduire  l'une  de 
l'autre  par  une  translation  parallèle  à  leur  direction  asymptotique  commune. 
On  peut  aus^i  se  borner  à  construire  deux  points  et  la  tangente  en  l'un  d'eux. 
On  connaît  alors  chaque  projection  par  un  iliamèlre.  la  tangente  à  l'extrémité 
de  ce  (liamt-tre  et  un  point,  ce  qui  suffit  pour  la  construire  pratiquement 
(n"  li3). 

88.  Intersection  avec  une  droite.  —  On  est  ramené  à  construire  une 
droite  s'appuy.mt  sur  quatre  droites  :  Gj,  G2.  G3  et  la  droite  D  donnée.  On 
peut  résoudre  ce  problème  de  la  manière  suivante.  Prenons  un  point  P  quel- 
conque sur  G3,  par  exemple.  Les  plans  (  P,  G]  )  et  (  P,  Go  1  rencontrent  D  en 
deux  points  M  et  M',  qui  décrivent  des  divisions  homographiques.  Les  points 
doubles  de  ces  divisions  sont  les  points  d'intersection  cherchés. 

Dans  le  cas  particulier  où  ion  connaît  déjà  un  des  points  d'intersection,  la 
construction  est  beaucoup  plus  simple.  On  peut,  en  edet.  suivre  la  méthode 
indiquée  pour  le  cas  l\  du  n"  8l3. 

89.  Paraboloïde  hyperbolique.  —  On  peut  encore  le  déterminer 
par  trois  génératrices  de  même  système;  mais  alors,  ces  trois  droites 
doivent  être  parallèles  à  un  même  plan.  On  peut  en  déduire  toutes 
les  génératrices  des  deux  systèmes  comme  il  a  été  expliqué  au  n°  83. 

On  peut  aussi  se  donner  deux  génératrices  d'un  système  et  le  plan 
directeur  de  l'autre  système.  (C'est  le  cas  où  la  troisième  génératrice 
est  rejetée  à  l'infini.)  Dans  ce  cas  (auquel  on  peut  évidemment  tou- 
jours se  ramener),  on  a  une  génératrice  quelconque  du  second  sys- 
tème en  coupant  les  deux  génératrices  données  par  un  plan  quelconque 
parallèle  au  plan  directeur  et  joignant  les  deux  points  de  rencontre. 
La  construction  est  particulièrement  simple  lorsque  le  plan  directeur 
est  parallèle  à  un  plan  de  projection. 

Les  dilFérent.s  problèmes  examinés  pi'écédemment  se  traitent  de  la 
même  manière  que  dans  le  cas  de  l'hyperboloïde.  Toutefois,  il  n'y  a 
pas  de  cônes  asymptotes,  les  plans  asymptotes  étant  les  plans  paral- 
lèles aux  plans  directeurs.  En  outre,  les  contours  apparents  sont  tou- 
jours des  paraboles,  puisque  tout  plan  diamétral  coupe  la  surface 
suivant  une  telle  courbe.  Dans  le  cas  particulier  où  un  plan  directeur 
est  perpendiculaire  à  un  plan  de  projection,  le  contour  apparent  sur 
ce  plan  se  réduit  à  un  point.  Si,  par  exemple,  le  premier  plan  direc- 
teur est  vertical,  parmi  les  génératrices  du  premier  système  se  trouve 
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une  généralrice  verticalf,  dont  la  trace  consliluc  le  contour  apparent 
liorizontal  {cf.  n°8o).  Toutes  les  ii<'néralrices  du  second  système  ont 
des  projections  horizontales  qui  passent  par  ce  p.iint  et  cela  simplifie 
évidemment  leur  construction. 

On  peut  aisément  construire  Le  sommet  et  Vaxe  du  paraholoïde. 
La  direction  de  cet  axe  est  l'intersection  des  |)lans  directeurs.  Le  plan 
tangent  au  sommet  est  le  plan  tangent  |)erpendiculaire  à  cette  direc- 
tion. Comme  on  sait  (n'hO)  mener  le  plan  tangent  parallèle  à  un 
plan  quelconque,  on  saura,  en  particulier,  mener  celui-là;  son  point 
de  contact  sera  le  sommet  cherché.  En  menant  |)ar  ce  |)oint  la  paral- 
lèle à  lintersection  des  plans  directeur-»,  on  aura  Taxe. 

90.  Intersection  d'une  quadrique  réglée  avec  une  surface  quelcon- 
que. —  On  peut  construire  cette  intersection  si  Idn  sait  construire 
l'intersection  de  la  surface  avec  une  droite  quelconque.  On  cherche 
alors  ses  points  de  l'encontre  avec  les  génératrices  successives  de  la 
quadrique.  Par  exemple,  si  la  surface  est  un  cône,  on  coupe  par  un 
|dan  passant  parle  sommet  du  cône  et  par  une  génératrice  quelconque 
de  la  quadrique  (c/'.  n"  812).  Si  l'on  a  affaire  à  deux  quadriques  avant 
une  génératrice  commune,  on  coupe  par  un  plan  variahle  contenant 
cette  génératrice;  on  obtient,  dans  chaque  surface,  une  génératrice 
de  l'autre  système;  ces  deux  génératrices  se  rencontrent  en  un  |)(>iiil 
de  la  courbe  d'inteiseclion.  Cette  courbe  est,  en  généial,  une  cubique 
gauche  (abstraction  faite  de  la  génératrice  commune).  Les  divers  cas 
de  dégénérescence  ont  été  étudiés  dans  le  Tome  II  (n"491).  Ses 
points  de  rencontre  avec  la  génératrice  commune  sont  les  deux  points 
de  raccordement;  on  les  construit  comme  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  (c/.  Chap.  ^'I,  Exercice  proposé  n"  2). 
Dans  le  cas  particulier  où  les  surfaces  se  raccordent  tout  du  lona  de 
la  génératrice,  on  sait  (t.  If,  n"  101)  que  le  reste  de  l'intersection  se 
compose  de  deux  génératrices  de  l'autre  système,  l'our  les  cons- 
truire, on  peut  chercher  les  deux  points  de  rencontre  d'une  géné- 
ratrice quelconc{ue  de  l'une  des  surfaces  avec  l'autre,  puis,  mener, 
par  chacun  de  ces  [)oints,  la  génératrice  du  second  système  de  l'une 
quelconque  des  deux  surfaces. 

91.  Ellipsoïde.  —  Moi  non<;-iinus  à  t-ludiii  If  ras  où  l'un  des  oxca  est 
verlical,   la   siirfaci'  t'Iant   (Iclrniiiiiéi-  par  les  iliii\  -ommct*  do  ni   axe  ft  par 
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la    projoction    liorizonlale  de   l'ollipsc  de  section   par  le  plan    principal    liori- 
/.nntal. 

Le  contour  apparent  horizontal  n'est  autre  que  cette  ellipse.  Quant  au  con- 
tour apparent  vertical,  c'est  une  ellipse  obtenue  en  coupant  la  surface  par  le 
pian  déterminé  par  l'axe  vertical  et  les  points  de  contact  des  tangentes  de  bout 
à  l'ellipse  principale  horizontale.  Les  traces  verticales  de  ces  tangentes  sont 
deux  sommets  du  contour  apparent  cherché;  les  deux  autres  sommets  sont 
ceux  de  l'axe  vertical  de  lellipsoïde. 

Intersection  avec  une  surface  susceptible  d'être  engendrée  par  des 
droites  ou  des  cercles  situés  dans  des  plans  horizontaux.  —  On  coupe  par 
ces  plans.  On  obtient,  chaque  fois,  dans  lellipsoïde,  une  ellipse  dont  il 
faut  prendre  l'intersection  avec  la  droite  ou  le  cercle  de  l'autre  surface.  Pour 
éviter  de  construire  chaque  fois  cette  ellipse,  on  remarque  qu'elle  est  honio- 
thétiquede  l'ellipse  principale  horizontale,  dans  un  rapport  qui  est  donné  par 
l'intersection  du  plan  sécant  avec  une  des  deux  autres  ellipses  principales.  On 
effectue  alors,  sur  la  projection  horizontale  de  la  droite  on  du  cercle,  une 
liomothétie  inverse  de  la  précédente;  on  prend  les  points  d'intersection  avec 
l'ellipse  principale  horizontale;  puis,  on  effectue,  sur  ces  points,  l'homothétie 
directe  qui  ramène  celte  ellipse  principale  sur  l'ellipse  de  section  par  le  plan 
auxiliaire:  on  obtient  ainsi  des  points  de  la  cnurbe  qu'il  s'agit  de  construire 
(  (/.  n°  65). 

Ce  procédé  peut  s'appliquer,  en  particulier,  pour  construire  une  section 
plane  quelconque  de  l'ellipsoïde.  On  obtient  chaque  fois  deux  points,  dont 
le  milieu  décrit  le  diamètre  cimjugué  des  cordes  horizontales  de  l'ellipse  de 
section.  Ou  a  les  extrémités  de  ce  diamètre  en  construisant  son  intersection 
avec  l'ellipsoïde,  comme  il  est  expliqué  plus  loin.  En  coupant  par  le  plan  hori- 
zontal qui  passe  par  le  milieu  de  ce  diamètre,  on  a,  d'autre  part,  les  extrémités 
du  diamètre  horizontal.  On  obtient  finalement  deux  diamètres  conjugués,  ce 
qui  permet  de  construire  pratiquement  les  deux  projections  de  la  section. 

On  peut  ramenei-  à  ce  problème  la  construction  de  la  courbe  de  contact 
d'un  cône  circonscrit,  puisque  cela  revient  à  couper  l'ellipsoïde  par  le  plan 
polaire  du  sommet  du  cône.  Pour  avoir  ce  plan  polaire,  il  suffit  d'en  cons- 
truire trois  points,  qui  seront,  par  exemple,  les  points  de  la  courbe  de  contact 
situés  sur  les  contours  apparents,  points  qui  se  déterminent  par  l'application 
du  théorème  IFI  du  n"  2.  On  peut  d'ailleurs  aussi  construire  directement  les 
points  situés  dans  un  plan  horizintal  quelconque.  On  remplace  l'ellipsoïde  par 
le  cône  circonscrit  le  long  de  la  section  par  ce  plan  et  l'on  prend  pour  base 
de  ce  cône  l'ellipse  horizontale  suivant  laquelle  il  coupe  le  cvlindre  vertical 
circonscrit  à  l'ellipsoïde  (cf.  n"  00). 

Intersection  (nec  une  droite  quelconque.  —  On  coupe  par  le  plan  proje- 
tant horizontalement  la  droite.  La  section  de  l'ellipsoïde  par  ce  plan  est  une 
ellipse,  dont  on  a  très  facilement  les  sommets.  On  construit  son  intersection 
avec  la  droite,  en  la  rabattant  sur  le  plan  principal  horizontal  et  se  servant 
du  cercle  houïographique  (t.  II.  n"  539). 
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92.  Paraboloïde  elliptique.  —  Bornons-nous  encoie  au  cas  où  /'axe  est 
vertical.  La  manière  la  plus  simple  de  définir  le  paraboloïde  consiste  à  se 
donner  son  sommet  et  une  ellipse  E  de  section  par  un  plan  horizontal. 

Le  contour  apparent  hoiizonial  n'existe  pas.  Le  contour  apparent  vertical 
est  une  parabole,  ayant  même  sommet  et  même  axe  que  le  paraboloïde 
et  dont  ou  peut  construire  deux  points  en  menant  les  tangenles  de  hont  à 
I  ellipse  I']. 

Tous  les  problèmes  étudiés  |)ré<;édemment  pour  un  ellipsoïde  se  traitent 
d'une  manière  analogue  pour  un  paraboloïde  elliptique.  L'intersection  avec 
une  droite  seule  ne  se  construit  pas  de  la  même  manière,  parce  que  la  section 
par  le  plan  projetant  horizontalement  la  droite  est  une  parabole  et  non  plus 
une  ellipse.  On  pourrait  évidemment  construire  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  avec  celte  parabole,  en  faisant  un  rabattement  et  employant  la  méthode 
élémentaire  bien  connue,  qui  utilise  le  foyer  et  la  directrice.  Il  nous  paraît 
plus  simple  de  procéder  de  la  manière  suivante. 

Soient  a  et  b  les  demi-grand  axe  et  petit  axe  de  l'ellipse  E.  Faisons  la 
transformation  homographique  qui  consiste  à  amplifier  toutes  les  distances  au 

plan    projetant   horizontalement   le   grand   axe   dans  le  rapport  -  •    L'ellipse  E 

devient  un  cercle  et  le  parab(doïde  devient  un  paraboloïde  de  révolution.  On 
construit  lintersection  de  ce  dernier  avec  la  droite  transformée  de  la  droite 
proposée  (n"  G4).  Puis,  on  fait,  sur  les  points  obtenus,  la  transformation  in- 
verse de  la  précédente. 

93.  Hyperboloïde  à  deux  nappes.  —  On  peut  le  définir  par  ses  deux 
hyperb(des  principales  ou  bien  par  ses  deux  sommets  et  une  section  elliptique 
de  plan  perpendiculaire  à  l'axe  joignant  ces  sommets. 

Si  cet  axe  est  vertical,  il  n'y  a  pas  de  contour  a|>parenl  horizontal  et  le 
contour  apparent  vertical  est  une  hyperbole  admettant  pour  sommets  les 
sommets  de  la  surface  et  pour  asymptotes  les  génératrices  de  contour  appa- 
rent vertical  du  cône  asymptote,  lesquelles  peuvent  être  construites  aisément, 
si  l'on  se  rappelle  que  toute  base  horizontale  de  ce  cône  est  une  ellipse  homo- 
ihélique  à  l'ellipse  donnée  de  Thyperltoloïde. 

Si  le  plan  horizontal  est  parallèle  au  |)lan  d'une  des  hyperboles  principales, 
celte  hyperbole  constitue  le  contour  apparent  horizontal.  Le  contour  apparent 
vertical  est  une  hyperbole,  si  le  diamètre  de  boul  de  l'hyperbole  précédente 
est  un  diamètre  imaginaire.  On  en  a  encore  les  asymptotes  par  les  génératrices 
de  contour  apparent  vertical  du  cône  asymptote.  On  a  ses  deux  sommets  en 
prenant  les  traces  verticales  des  tangentes  de  bout  de  riivperbole  principale 
horizontale. 

Les  différents  problèmes  étudiés  à  propos  de  l'ellipsoïde  se  résolvent  d'une 
manière  analogue  dans  le  cas  de  l'hypcrboloïde  à  deux  nappes.  Mais,  au  lien 
de  n'avoir  à  considérer  que  des  sections  elliptiques,  on  peut  avoir  alVaire  à  dt  s 
sections  hy|)erboliques  et  même  paral)oli(]ucs,  dans  le  pioblèmc  de  l'intersection 
avec  une  droite. 
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PROJECTIO^'S    COTÉES  ;    SURFACES    TOPOGRAPHIQUES. 


9i.  Projections  cotées.  —  Le  système  des  projections  cotées 
consiste,  comme  on  sait,  à  n'utiliser  qu'un  seul  plan  de  projection, 
qui  est  un  plan  horizontal,  et  à  définir  chaque  point  de  l'espace  par  sa 
projection  et  par  sa  cote. 

On  peut,  avec  ce  système,  résoudre  les  mêmes  problèmes  qu'en 
Géométrie  descriptive.  Les  méthodes  générales  sont  identiques  ; 
l'exécution  seule  diftere.  Les  constructions  de  la  Géométrie  cotée  se 
font  ordinairement  avec  le  secours  de  plans  verticaux  auxiliaires, 
choisis  de  manière  à  donner  les  constructions  les  plus  simples  et  pou- 
vant très  bien  varier  plusieurs  fois  au  cours  d'un  même  problème. 
Il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  on  retombe  sur  les  méthodes  de  la  Géo- 
métrie descriptive,  avec  cette  seule  particularité  qu'on  fait  un  emploi 
systématique  des  changements  de  plans  et  qu'on  ne  se  préoccupe  pas 
de  construire  les  projections  de  tous  les  résultats  sur  un  même  plan 
vertical  imposé  à  l'avance,  ce  qui  est  évidemment  une  simplifi- 
cation. 

Il  arrive  aussi  qu  on  remplace  certaines  constructions  par  des  cal- 
culs, dans  lesquels  on  fait  intervenir  les  cotes  des  différents  points  de 
la  figure,  en  même  temps  que  leurs  distances  horizontales. 

En  combinant  ces  deux  manières  de  procéder,  on  peut,  en  parti- 
culier, résoudre  tous  les  problèmes  classiques  sur  la  droite  et  le  plan, 
avec  une  simplicité  souvent  plus  grande  qu'en  Géométrie  descriptive. 
Nous  supposons  que  ces  constructions  élémentaires  sont  connues  du 
lecteur. 

On  peut  aussi  aborder  l'étude  des  surfaces  courbes  et  reprendre 

toutes  les  questions  étudiées  dans  les  Chapitres  précédents.  Mais,  si 

l'on  peut  y  gagner  au  point  de  vue  de  la  simplicité  des  constructions, 

il  faut  reconnaître  que  l'on  aboutit  à  un  résultat  moins  satisfaisant, 
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car,  si  l'on  a  affaire  à  une  figure  un  peu  compliquée,  on  se  la  repré- 
sente beaucoup  ])lus  difficilement  avec  une  seule  projection  qu'avec 
deux.  C'est  pourquoi  la  Géométrie  descriptive  continue  à  être 
employée,  de  préférence  à  la  Géométrie  cotée,  sauf  pour  le  cas, 
signalé  plus  haut,  des  constructions  élémentaires  sur  la  droite  et  le 
plan,  ligne  et  surface  pour  lesquelles  la  difficulté  de  représentation 
n'existe  pas.  (Dans  le  dessin  industriel,  il  arrive  même  fréquemment 
que  deux  projections  sont  jugées  insuffisantes  et  qu'on  leur  en  adjoint 
une  troisième  :  plan,  élévation,  profil.) 

95.  Surfaces  topograpMques.  —  La  véritable  raison  d'être  du 
système  des  projections  cotées  est  la  représentation  des  surfaces 
topograp  h  iques. 

Supposons  que  l'on  veuille  faire  la  carte  d'une  certaine  région  ou 
bien  utiliser  cette  carte  pour  résoudre  certains  problèmes  topogra- 
phiques. On  ne  peut  évidemment  représenter  avec  exactitude  la  sur- 
face du  sol,  en  tenant  compte  de  tous  ses  détails  (maisons,  arbres, 
rochers,  cailloux,  grains  de  sable,  etc.)  (').  On  lui  substitue  alors  une 
surface  conventionnelle  movenne,  qui  en  épouse  les  détails  avec  une 
précision  plus  ou  moins  grande,  suivant  l'échelle  adoptée  pour  faire 
la  carte  (et  aussi  suivant  la  ])récision  avec  laquelle  ont  été  faits  la  pla- 
nimétrie  et  le  nivellement  de  la  région).  Une  telle  surface  porte  le  nom 
de  surface  topographique. 

Elle  n'est  évidemment  susceptible  d'aucune  définition  géométrique. 
Pratiquement,  elle  est  déterminée  par  la  connaissance  de  quehjues 
points,  entre  lesquels  on  interpole.  Chacun  de  ces  points  est  lui-même 
connu  par  sa  projection  horizontale  (planimétrie  )  et  par  sa  cote 
au-dessus  d'un  certain  plan  horizontal  de  référence  ("')  (nivellement  V 
Le  système  des  projections  cotées  semble  dès  lors  tout  indiqué  pour 
la  représenter. 

Il  serait  au   surplus  extrêmement   peu  pratique  de  construire  et 

(')  Il  csl  iiuMiie  iinpossilile  de  concevoir  une  telle  surface,  pour  la(|uelle  la  notion 
courante  de  surfiicc  géométrique  disparaît  totalement.  Sa  forme  se  modifie,  suivant 
l'éclielle  à  la<(iielle  on  se  place  pour  lobservcr,  par  exemple,  suivant  (|u'on  la  regarde 
du  haut  d'une  montagne,  ou  bien  en  s'y  promenanl.  ou  bien  au  microscope.  V.n  aucun 
point,  elle  n'admet  de  plan  tangent. 

(■')  Nous  supposons  la  région  considérée  assez  petite  pour  t|u'i)n  puisse  négliger  la 
courbure  de  la  Terie.  Pour  ce  qui  concerne  les  dillVrents  modes  de  construction  des 
cartes,  cf.  t.  II,  Chap.  WVIII,  lixercices  résolu   n"  '2  et  proposés  n°'  5,  6,  7. 
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d'utiliser  des  cartes  comportant  deux  projections,  d'autant  plus  que 
la  projection  horizontale  est  de  beaucoup  la  plus  importante.  En 
outre,  la  projection  verticale,  pour  être  lisible,  devrait  être  construite 
à  une  échelle  beaucoup  plus  grande  cpie  la  projection  horizontale,  à 
cause  de  la  petitesse  des  dénivellations  comparativement  aux  distances 
horizontales. 

Pour  toutes  ces  raisons,  le  système  des  projections  cotées  s'impose 
dans  la  représentation  des  surfaces  topoi;raphicuies. 

96.  Lignes  de  niveau,  de  plus  grande  pente,  d'égale  pente.  —  Une 
surface  topographique  ne  pouvant  être  définie  géométriquement,  il 
faudrait  théoriquement,  pour  la  déterminer,  se  donner  la  projection 
horizontale  et  la  cote  de  chacun  de  ses  points.  Pratiquement,  cela  est 
impossible  et  d'ailleurs  inutile  et  l'on  se  contente  de  représenter  la 
surface  par  ses  ligjies  de  niveau.  On  appelle  ainsi  les  sections  de 
la  surface  par  une  série  de  plans  horizontaux  équidistants,  dont  les 
cotes  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  sont  les  multiples  consécutifs 
d'un  nombre  entier  de  métrés,  appelé  équidistance  et  d'autant  plus 
petit  que  l'échelle  de  la  carte  est  plus  grande.  A  côté  de  chaque  ligne 
de  ni\eau,  on  marque  sa  cote.  (Pour  rendre  la  carte  plus  lisible,  on 
se  contente  souvent  de  marquer  les  cotes  rondes,  par  exemple  les 
multiples  de  loo"',  si  l'équidistance  est  de  20"".) 

On  appelle  ligne  de  plus  grande  pente  une  ligne  tracée  sur  la 
surface  et  qui,  en  chacun  de  ses  points,  a  la  pente  maximum.  En 
chaque  point,  la  tangente  est  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
tangent,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  aux  horizontales  de  ce  plan  ; 
elle  est  donc  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau.  Il  suit 
de  là  que  les  lignes  de  plus  grande  pente  sont  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  lignes  de  niveau.  Cette  propriété  se  conserve  d'ailleurs 
en  projection  horizontale,  parce  que  les  tangentes  aux  lignes  de  niveau 
sont  horizontales.  On  peut  en  tirer  la  Construction  pratique  de  la 
ligne  de  plus  grande  pente  issue  d'un  point  donné  A  de  la  surface. 

Suj)posons  qu'on  veuille  la  paitie  descendante  de  cette  ligne  (ce 
serait  la  trajectoire  d'une  goutte  d'eau  qui  |)artirait  de  A).  On  abaisse 
de  A  la  normale  sur  la  ligne  de  niveau  dont  la  cote  est  immédiatement 
inférieure  à  celle  de  A.  Puis,  du  pied  de  cette  normale,  on  abaisse 
une  normale  sur  la  ligne  de  niveau  suivante  et  ainsi  de  suite.  On  joint 
tous  les  pieds  par  un  trait  continu  et  régulier  et  l'on  a  la  projection 
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horizonlale  de  la  ligne  demandée,  avec  une  approximation  d'autant 
plus  grande  que  l'équidistance  est  plus  petite. 

On  appelle  ligne  cVcgale  penle  une  ligne  dont  la  pente  est  con- 
stante, c'est-à-dire  dont  toutes  les  tangentes  sont  également  inclinées 
sur  le  plan  horizontal. 

On  peut  mener,  par  un  point  donné  A,  une  ligne  ajant  une  pente 
donnée  /?,  à  condition  que  cette  pente  soit  au  jilus  égale  à  la  pente  de 
la  surface  (c'est-à-dire  du  plan  tangent)  en  ce  point.  Supposons,  par 
exemple,  qu'on  veuille  construire  la  partie  descendante  de  cette 
ligne.  On  commence  par  évaluer  la  différence  de  cote  z  entre  A  et  la 
ligne  de  niveau  L  immédiatement  inférieure  (en  interpolant  entre 
cette  ligne  et  la  ligne  immédiatement  supérieure,  sur  la  ligne  de  plus 
grande  pente,  pour  avoir  l'exactitude  maximum).  On  calcule  ensuite, 
€n  tenant  compte  de  l'échelle,  la  distance  -  •  Du  point  A  comme 
centre,  avec  un  rajon  égal  à  cette  dislance,  on  décrit  une  circonfé- 
rence, qui  rencontre  L  en  deux  points  A'  et  B'.  (Ces  points  sont  réels, 
parce  que  p  est  inférieure  à  la  pente  de  la  surface.)  On  choisit  l'un 
d'eux.  A'  par  exemple,  et  l'on  répèle  sur  lui  la  construction  que  l'on 
vient  de  faire  sur  A  (la  distance  z  est  alors  égale  à  l'équidistance)  ;  on 
obtient  ain^i  deux  points  A"  et  B'.  On  choisit  cçlui  qui  se  trouve,  par 
rapport  à  la  normale  en  A'  à  L,  du  coté  opposé  à  A  (car  la  ligne 
cherchée  doit  évidemment  traverser  les  lignes  de  plus  grande  |)ente). 
On  continue  de  la  sorte,  tant  que  la  construction  est  possible  et  l'on 
joint  les  points  obtenus  par  un  trait  continu  et  régulier. 

Il  j  a  deux  solutions,  correspondant  aux  deux  manières  de  choisir 
A'  après  la  ])remière  construction.  Les  tangentes  en  A  à  ces  deux 
lignes  sont  les  deux  droites  de  pente  p  menées  par  A  dans  le  plan 
tangent. 

Lorsque  la  construction  devient  impossible,  c'est-à-dire  lor.squc  la 
circonférence  ne  rencontie  plus  la  ligne  de  niveau  à  laquelle  on  veut 
aboutir,  cela  signifie  qu'on  est  arrivé  à  la  limite  d'une  région  de  la 
surface  où  la  pente  est  supérieure  à/?,  région  dans  laquelle  on  ne  peut 
pénétrer.  On  doit  alors  rebrousser  chemin,  tangentiellement  à  une 
ligne  d(;  plus  grande  penle  et  lemonler  vers  les  altitudes  cpi'on  \ient 
de  traverser. 

07.  Sommets,  fonds,  cols.  —  Ce  sont  tous  les  |>oints  de  la  stirface 
où  le  plan  langent  esl  horizontal. 
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Un  tel  point  est  un  sommet^  si  la  surfacf  y  est  concave  vers  le  bas. 
{cf.  t.  II,  n"  oiO).  Les  lignes  de  niveau  de  cotes  infiniment  voisines 
sont  sensiblement  des  ellipses  homolliéliques  à  lindicalrice  d'Euler 
(t.  Il,  n"  3i2).  Elles  ne  sont,  bien  entendu,  réelles  que  pour  les  cotes 
inférieures  à  celles  du  sommet,  qui  est  une  cote  maximum.  Pratique- 
ment, les  lignes  de  niveau  au  voisinage  d'un  sommet  sont  des  lignes 

Fis.  /i3. 


fermées,  (fi,^'.  \S,  a)  qui  ne  ressemblent  que  grossièrement  à  des 
ellipses  (sauf  pour  la  ])remière.  si  la  cote  du  sommet  est  très  légère- 
ment supérieure  à  une  cote  ronde),  en  raison  de  la  grandeur  de  l'équi- 
distance,  qui  est  loin  d'être  infiniinent  petite.  Ajoutons  qu'elles  sont 
très  espacées  horizontalement,  car  elles  sont  tracées  dans  une  région 
de  faible  pente.  (Il  peut  j  avoir,  bien  entendu,  des  exceptions,  par 
exemple  si  le  sommet  considéré  est  un  pic  très  aigu,  comme  il  arrive 
dans  les  régions  montagneuses.)  Sur  les  cartes,  on  marque  chaque 
sommet  par  un  point  figurant  sa  projection  horizontale  et  à  côté 
duquel  on  inscrit  la  cote.  Ce  point  doit  tenir  lieu  de  ligne  de  niveau 
pour  toutes  les  constructions  devant  être  effectuées  à  l'intérieur  de  la 
li^ne  de  niveau  de  cote  immédiatement  inférieure. 

Un  point  est  un  fond,  si  la  surface  j  est  concave  vers  le  haut,  c'est- 
à-dire  si  c'est  un  point  de  cote  minimum.  Tout  ce  qui  vient  d'être 
dit  pour  les  sommets  peut  se  répéter  intégralement  pour  les  fonds, 
avec  celte  seule  différence  que  les  cotes  voisines  sont  supérieures,  au 
lieu  d'être  plus  petites. 

Un  col  est  un  point  à  plan  tangent  horizontal,  où  la  surface  est  à 
courbures  opposées  (t.  II,  n"  3i0).   Sa   cote  n'est   ni    maximum    ni 
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minimum.  Dans  son  voisinage,  les  lignes  de  niveau  sont  ?ensil)lemenl 
(les  hyperboles  homothétique»  à  lindicatrice  d'Euler,  ayant  pour  axe 
transverse  l'une  ou  l'autre  des  tangentes  principales,  suivant  qu  elles 
ont  une  cote  sujiérieure  ou  inférieure  à  celle  du  col  (/'iT-  i^-  ^^)-  S' 
le  col  est  à  cote  ronde,  la  ligne  de  niveau  correspondante  l'admet 
comme  point  double.  Dans  les  angles  i  et  3,  par  exemple,  le  terrain 
monte  ;  il  descend,  au  contraire,  dans  les  angles  2  et  4- 

98.  Lignes  de  plus  grande  pente  issues  d'un  sommet,  d'un  fond  ou 
d'un  col.  —  Si  l'on  cherche  à  construire  la  ligne  de  plus  grande  pente 
issue  dun  point  A  à  plan  tangent  horizontal,  on  est  tout  de  suite 
embarrassé,  car  on  ne  sait  pas  quelle  est  la  tangente  au  point  de  départ, 
puisque  toutes  les  tangentes  en  ce  point  ont  même  pente,  à  savoir  une 
pente  nulle.  Effectivement,  si  Ton  traite  la  question  par  le  calcul,  en 
supposant  connue  l'équation  de  la  surface  topographique,  on  constate 
que  le  point  A  est  un  point  singulier  pour  l'équation  difféi'entielle 
des  lignes  de  plus  grande  pente.  On  ne  peut  affirmer  (pi'il  existe  une 
seule  intégrale  passant  par  ce  point,  comme  lorsqu'il  s'agit  d'un  point 
quelconque  (t.  I,  n°  186).  Il  est,  au  contraire,  facile  de  montrer,  sur 
un  exemple,  qu'une  telle  affirmation  serait  erronée. 

Supposons  que  la  surface  soit  un  paraboldïtle  de  sommet  A  ayaul  pour 
équation 

(i)  z  =  ax^-^  by'^. 

L'équation  différentielle  des  Iiç;nes  de  plus  grande  pente  est 

dy        ,  dx 

y  ^ 

dont  l'inléfrrale  générale  est 

(2)  J"=  G:r6. 

Supposons  d'altord  que  A  soit  un  sommet  et  que  l'axe  des  z  soit  dirige  vers 
le  bas  ;  les  coefticienis  a  et  6  sont  alors  positifs. 

Si  A  est  un  ombilic,  c'est-à-dire  si  a  =  6,  l'équation  (-2)  se  réduit  à 

Y  =  Cx  ; 

les  lignes  do  |diis  grandi'  pente  sont  les  sections  par  les  plan*  passant  |iar  ()i. 
Il  en  passe  une  infinité  par  le  point  A,  une  seule  étant  tanuenio  à  chaque 
liori/onlJile  issue  de  ce  point. 
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Ce  cas  particulier  élanl  écarté,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  a<:^b. 
Résolvons  (i)  par  rapport  ày: 

Toutes  les  courljes  intégrales  passent  encore  à  l'origine;  mais,  elles  y 
admettent  une  même  tangente,  qui  est  Ox,  c'est-à-dire  le  grand  axe  de  l'indi- 
catrice, à  l'exception,  toutefois,  de  celle  qui  correspond  à  une  valeur  infinie 
de  la  constante  G,  qui  se  réduit  à  l'axe  des  j'. 

Si  A  était  un  fond,   on  arriverait  à  des  conclusions  analogues. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  un  col.  Les  coefficients  a  cl  b  sont  de 
signes  contraires;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  a>o  et  6  <  o.  Posons, 
b  =  —  b'.  L'équation  (2)  s'écrit 

(4)  .v''y^^c. 

Les  courbes  intégrales  ne  passent  pas  à  l'origine;  elles  admettent  les  axes  de 
coordonnées  pour  asymptotes  et  ressemblent  à  des  hyperboles  équilatères. 
Toutefois,  celle  qui  correspond  à  G  =:  O  se  décompose  eu  0,r  et  Oy  et  passe, 
par  conséquent,  deux  fois  à  l'origine. 

Si  nous  supposons  maintenant  que  la  surface  est  une  surface  ([uelconque, 
assujettie  à  la  seule  condition  d'être  représenlable  analytiquement  et  de 
n'admettre  aucune  singularité  au  point  A  (i),  on  peut  la  remplacer,  au  voisi- 
nage de  ce  point,  par  un  paraboloïde  osculateur  (c'est-à-dire  admettant  même 
indicatrice)  ayant  une  équation  de  la  forme  (i).  Ses  lignes  de  plus  grande 
pente  sont,  dans  la  région  du  point  A,  très  voisines  de  celles  du  paraboloïde 
et  l'on  peut  leur  appliquer  les  résultats  de  la  discussion  précédente. 

Au  voisinage  d'un  sommet  ou  d'un  fond,  toutes  les  lignes  de  plus 
grande  pente  viennent  passer  par  ce  sommet  ou  par  ce  fond.  Elles  y 
arrivent  tangentiellement  au  grand  axe  de  l'indicatrice,  sauf  une  seule, 

Flg.  44. 


qui  est  tangente  au  petit  axe  (  fig-  43,  a).  Dans  le  cas  particulier  où 
l'indicatrice  est  un  cercle,  elles  arrivent  tangentiellement  à  toutes  les 
directions  (fi^-  44)- 

(•)  On  peut  toujours  faire  une  telle  li\potlièse,  puisqu'on  peut  choisir  arliilrai- 
rement  la  surface,  sous  la  seule  condition  qu'elle  épouse  la  forme  du  terrain  avec 
une  approximation  convenable 
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Au  voisinage  d'un  col,  les  lignes  de  plus  grande  pente  ressemblent 
à  des  hyperboles  équilatères  asymptotes  aux  axes  de  l'indicatrice  ; 
deux  seulement  d'entre  elles  passent  par  le  col  et  elles  y  passent  tan- 
gentiellement  à  ces  axes  {/ig.  43,  b). 

99.  Lignes  de  faîte;  lignes  de  thalweg.  —  Considérons  un  col  C 
et  les  deux  lignes  de  plus  grande  pente  qui  en  sont  issues,  d'après  la 
discussion  faite  au  numéro  précédent.  Nous  savons  qu'elles  sont  res- 
pectivement tangentes  aux  deux  axes  de  l'indicatrice. 

L'une  d'elles  F  se  trouve  dans  la  région  où  les  altitudes  sont  supé- 
rieures à  celle  de  C.  Elle  va  donc  en  montant  de  part  et  d'autre  de  ce 
point.  On  l'appelle  ligne  de  faite  (Jlg.  4^,  b). 

L'autre  T  se  trouve,  au  contraire,  dans  la  région  où  les  altitudes 
sont  inférieures  à  celle  de  C.  Elle  va  en  descendant  de  part  et  d'autre 
de  ce  point.  On  l'appelle  ligne  de  thalweg. 

On  peut  encore  les  caractériser  en  imaginant  un  observateur  qui 
les  suit  en  montant.  Il  \  oit  les  lignes  de  niveau  du  côté  de  leur  con- 
vexité s'il  chemine  sur  une  ligne  de  faîte,  et  du  côté  de  leur  concavité 
s'il  chemine  sur  une  ligne  de  thalweg.  Au  voisinage  de  la  ligne  de 
faîte,  le  terrain  a  la  forme  d'une  croupe  ;  au  voisinage  de  la  ligne  de 
thalvveg,  il  a  la  forme  d'un  irnin,  d'une  vallée. 

Les  lignes  de  faîte  et  de  thalweg  jouent  des  rôles  très  difTérents,  au 
point  de  vue  de  ^écoulement  des  eaux  et  c'est  ce  qui  fait  surtout 
l'importance  de  leur  distinction.  D'une  manière  générale,  on  |)eut 
admettre  que  les  gouttes  d'eau  suivent  les  lignes  de  plus  grande  pente. 
Comme  la  ligne  de  faîte  et  la  ligne  de  thalweg  sont  de  telles  lignes, 
elles  peuvent  théoriquement  être  suivies  toutes  deux  par  une  goutte. 
Pratiquement.  \\  n'enot  |)asalnsi.  Observons,  en  ('(Vet .  la  ligure  i3, />. 
Si  1  on  parcourt  les  lignes  de  j)lus  grande  jiente  dans  le  sens  descen- 
dant, on  voit  qu'elles  s'écartent  toutes  de  la  ligne  de  faîte  et  se  rap- 
prochenl,  au  contraire,  de  la  ligne  de  t  lialweg.  Il  en  résulte  que  si 
une  goutte  d'eau,  suivant  j)rimilivement  une  ligne  de  faîte,  s'en  trouve 
accidentellement  écartée  d'une  très  petite  quantité,  elle  s'(Mi  «'eai-lede 
plus  en  plus  et  va  rejoindre  la  ligne  de  thalweg.  Si  elle  suivait,  au 
contraire,  primili\ement  une  ligne  de  thalweg,  elle  v  re\ienl  immé- 
diatement après  en  avoir  (•lé  écartée.  On  |)eul  donc  dire  (pi'////r  ligne 
de  faite  est  une  trajectoire  instable,  tandis  (ju'unc^  ligne  (h'  thahvi'g 
est  une  trajectoire  stable.    Les  eaux  luieut   de  part   et  d  autre  de  la 
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première  el  vieniienl  se  rassembler  vers  la  seconde,  justifiant  ainsi  la 
dénomination  adoptée  par  les  Allemands  pour  désigner  cette  dernière 
(la  iraduction  littérale  de  thalweg  est  «  chemin  de  la  vallée  »)  et  celle 
de  ligne  de  partage  des  eaux,  qui  sert  aussi  à  désigner  la  ligne  de 
faîte. 

On  peut  se  demander  où  conduit  une  ligne  de  faîte  si  on  la  suit 
^  indéfiniment  en  partant  d'un  col.  Elle  monte  continuellement,  jiiscju'au 
moment  où  elle  atteint  un  point  de  jiente  nulle,  c'est-à-dire  un  som- 
met, un  fond  ou  un  col.  La  seconde  hypothèse  est  absurde,  puisqu'on 
ne  peut  atteindre  un  tond  en  montant.  La  troisième  est  théorique- 
ment possible.  Pratiquement,  elle  ne  l'est  pas.  Si  une  ligne  de  faîte 
issue  du  col  C  rejoignait  un  col  C,  d'altitude  supérieure,  elle  serait 
ligne  de  faîte  pour  C  et  ligne  de  thalweg  pour  C.  Or,  on  ne  conçoit 
pas  qu'une  ligne  de  thalweg  se  transforme,  au  cours  de  sa  descente, 
en  ligne  de  faîte  ;  qu'une  vallée  se  transforme  en  croupe.  Un  géomètre 
pourrait  créer  artificiellement  une  surface  topographique  possédant 
cette  singularité  ;  mais,  la  Nature  ne  se  prête  pas  à  de  telles 
fantaisies.  Il  ne  faut  pas  oublier,  en  elTet,  que  les  vallées  sont 
])récisément  creusées  par  récoulement  des  eaux,  de  sorte  cjue  les 
chemins  suivis  par  celles-ci  sont  nécessairement  des  trajectoires 
stables  (  '  ). 

Il  nous  reste  finalement,  comme  seule  hypothèse  possible,  que 
la  ligne  de  faîte  doit  aboutir  à  un  sommet.  Comme  il  en  est  ainsi  pour 
les  deux  directions  opposées  suivant  lesquelles  on  peut  quitter  le  col, 
on  voit  rpie  toute  ligne  de  faite  est  une  ligne  de  plus  grande  pente 
joignant  deux  sommets^  en  passant  par  un  col. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  voitcju'une  ligne  de  thalweg 
ne  peut  aboutir  qu'à  un  fond.  Dans  la  pratique,  ce  fond  est  générale- 
ment la  mer,  qui  est  le  dernier  refuge  des  eaux  courantes,  exception 
faite  pour  celles  qui  se  déversent  dans  un  lac. 

100.  Intersection  de  deux  surfaces  topographiques.  —  On  coupe 
par  des  plans  iiorizontaux.  ( k-la  revient  à  prendre  les  points  d'inter- 


(')  Aux  raisons  précédentes,  on  peut  ajouter  une  raison  de  probabilité.  Si  une 
ligne  de  faite  arrive  au  voisinage  d'un  col,  elle  s'y  comporte  comme  une  ligne  de 
plus  grande  pente  (|uelcon(juc  et  la  probabilité  est  infinie  pour  qu'elle  passe  à  cùlc 
de  ce  point,  puisqu'il  n'3'  a  (jue  deux  lignes  ([ui  traversent  le  col. 
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section  des  lignes  de  niveau  de  même  cote  et  à  joindre  ces  points 
dans  Tordre  des  cotes  croissantes  ou  décroissantes. 

Le  même  procédé  est  employé  quand  lune  des  surfaces  est  une 
surface  géométrique,  par  exemple  un  plan  non  horizontal.  On  prend 
les  points  de  rencontre  des  lignes  de  niveau  de  la  surface  topogra- 
phique avec  les  horizontales  de  cotes  rondes  du  plan. 

Si  le  plan  sécant  est  horizontal  et  n'a  pas  une  cote  ronde,  la  sec- 
tion est  une  ligne  de  niveau,  que  Ton  construit  par  points,  en  inter- 
polant entre  les  deux  lignes  de  niveau  à  cotes  rondes  immédiatement 
voisines.  La  construction  de  lignes  de  niveau  auxiliaires  peut 
d'ailleurs  être  utile  dans  une  région  où  les  lignes  à  cotes  rondes  sont 
très  espacées,  c'est-à-dire  où  la  pente  du  terrain  est  très  faible.  Cela 
deviendrait  même  nécessaire  si  Ton  avait,  par  exemple,  à  construire 
la  section  d'une  telle  surface  par  un  plan  de  très  faible  pente. 

101.  Profil.  —  Ln  profil  èsl  une  section  par  un  plan  vertical.  Il 
n'j  a  pas  lieu  de  construire  sa  projection  horizontale,  puisque  celle- 
ci  est  une  droite  D,  trace  du  plan  sécant.  On  construit  alors  sa  pro- 
jection verticale  sur  un  plan  parallèle  au  plan  sécant.  A  cet  effet,  on 
coupe  encore  par  les  plans  horizontaux  de  cotes  rondes.  La  ligne  de 
niveau  de  cote  z  rencontre  la  droite  D  en  un  certain  nombre  de 
points.  Soit  n  l'un  d'eux.  On  élève  la  perpendiculaire  /^Ps  à  D  et  Ton 
porte  /îN  =  ^.  On  joint  ensuite  les  points  tels  que  N  dans  Tordre  des 
cotes  croissantes  ou  décroissantes  {/ig'.  ^o). 

Fie.  45. 


Au  lieu  de  portei-  les  cotes  à  partir  de  D,  on  peut  évidemment  les 
porter  à  jiarlir  dune  droite  quclconqui*  D'  parallék-  à  D. 

l/échelle  adoptée  pour  ces  cotes  doit  être  géncrab-mcul  beaucoup 
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plus  grande  que  Téchelle  de  la  carte,  si  l'on  veut  éviter  que  le  profil 
construit  ne  se  confonde  sensiblement  avec  D  (ou  D). 

La  construction  des  profils  est  très  utile  quand  on  veut  se  rendre 
compte  de  la  forme  du  terrain. 

lOâ.  Intersection  avec  une  droite.  —  On  coupe  par  un  plan  auxi- 
liaire passant  parla  droite.  En  général,  on  choisit  ce  plan  vertical; 
on  construit  le  profil  correspondant,  ainsi  que  la  projection  verticale 
de  la  droite,  en  utilisant,  bien  enlendu,  la  même  échelle  pour  les 
cotes.  On  prend  les  points  d'intersection  des  deux,  lignes  obtenues  et 
on  les  rappelle  sur  la  projection  horizontale  de  la  droite.  Si  l'on  veut 
avoir  leurs  cotes,  il  suffit  de  les  mesurer  directement  sur  le  dessin, 
en  tenant  compte  de  l'échelle. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  est  horizontale,  on  peut  aussi 
couper  parle  plan  horizontal  qui  la  contient.  Cela  est  immédiat,  si 
ce  plan  a  une  cote  ronde.  Sinon,  il  faut  construire  une  ligne  de  niveau 
auxiliaire,  comme  il  a  été  expliqué  au  n"  100.  On  peut  aussi  prendre 
les  points  de  rencontre  de  la  projection  horizontale  de  la  droite  avec 
les  deux  lignes  de  niveau  de  cotes  immédiatement  supérieure  et  infé- 
rieure à  celle  de  la  droite.  Puis  on  interpole  entre  ces  points  propor- 
tionnellement aux  différences  de  cotes.  Cela  revient  à  couper  par  un 
plan  vertical,  en  remplaçant  le  profil  par  des  segments  de  droites, 
entre  les  cotes  rondes  qui  comprennent  celle  de  la  droite  donnée. 

103.  Cône  circonscrit  à  partir  d'un  point  P  donné.  —  On  coupe  par 
les  plans  verticaux  passant  par  ce  point.  On  construit  les  profils  cor- 
respondants et  l'on  mène  à  chacun  d'eux  les  tangentes  issues  de  la 
projection  verticale  de  P  {^fig.  43)-  ^i^  ra|)pelle  les  points  de  contact 
en  projection  horizontale  et  on  les  joint  par  un  trait  continu,  en 
suivant  attentivement  la  rotation  du  plan  vertical  auxiliaire. 

Ce  problème  se  présente  lorsqu'on  veut  reconnaître  et  marquer 
sur  la  carte  les  régions  vues  à  partir  d'un  observatoire  donné.  La 
ligne  qui  sépare  ces  régions  des  régions  cachées  se  compose,  en  effet, 
de  la  courbe  C  lieu  des  points  de  contact  des  ravons  visuels  tangents 
et  de  la  courbe  C  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  ravons  visuels 
avec  la  surface.  On  s'en  rend  très  bien  compte  et  l'on  distingue  aisé- 
ment les  régions  cachées,  en  examinant  chaque  j)rotil.  Par  exemple, 
sur  la  figure  45,  on  voit  que  l'arc   MBM' est  caché,   tandis   que  les 
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arcs  AM  et  M'C  sont  vus.  La  région  engendrée  par  l'arc  MBM'  dans 
la  rotation  du  plan  vertical  sera  donc  une  région  cachée.  On  la  cou- 
vrira, par  exemple,  de  hachures. 

Le  même  problème  permettrait  de  résoudre  les  questions  d'ombre. 
Il  suffirait,  en  effet,  de  prendre  le  point  P  à  l'infini  dans  la  direction 
des  rayons  solaires.  Mais  cela  offre  peu  d'intérêt  praticpie. 


CHAPITRE  IX. 

NOTIONS    DE    PERSPECTIVE. 


lOi.  Propriétés  générales.  —  Soit  un  plan  T  appelé  plan  du 
tableau  ou  simplement  tableau.  Soit,  en  outre,  un  point  O,  appelé 
point  de  vue.  On  appelle  perspective  d'un  point  M  de  l'espace  la 
trace  ?n  de  la  droite  OM  sur  le  plan  T.  La  pers|)ective  n'est  donc 
autre  chose  qu'une  projection  conique,  et  l'on  ])eut  lui  appliquer 
toutes  les  ])ropriétés  bien  connues  de  cette  projection. 

La  perspective  d'une  droite  D  est  une  droite  d,  trace  du  plan 
(O,  D)  sur  le  plan  du  tableau.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre 
pojnts  quelconques  de  D  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
points  homologues  de  d  (t.  II,  n"  131).  Le  rapport  anharmonique  de 
quatre  droites  de  l'espace  situées  dans  un  même  plan  et  concourant 
en  un  point  P  est  égal  au  rapport  anharmonique  de  leurs  perspec-- 
tives,  lesquelles  concourent  au  point  p,  j)erspeclive  de  P.  En  parti- 
culier, les  divisions  et  faisceaux  harmoniques  se  conservent  dans  la 
perspective,  c'est-à-dire  qu'ils  se  transforment  en  divisions  et  fais- 
ceaux harmoniques. 

Une  courbe  algébrique  a  pour  perspective  une  courbe  algébrique, 
qui  a  généralement  le  même  degré,  ainsi  qu'il  résulte  du  théorème 
du  n"  379  du  tome  IL  Gela  est  toujours  vrai  lorsque  la  courbe  pro- 
posée est  une  courbe  plane,  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  O.  En  par- 
ticulier, la  perspective  d'une  conique  est  une  conique. 

lOo.  Point  de  fuite;  ligne  de  fuite.  —  On  appelle  point  de  fuite/ 
d'une  droite  D  la  perspective  du  point  à  l'infini  de  cette  droite.  C'est 
donc  la  trace  sur  le  tableau  de  la  projetante  Oy  parallèle  à  D. 

Deux  droites  parallèles  ayant  même  point  à  l'infini,  leurs  perspec- 
tives ont  même  point  de  fuite. 

Une  droite  pax^allèle  au  plan  T  a  son  point  de  fuite  à  l'infini. 
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Le  lieu  des  points  de  fuite  des  droites  appartenant  ou  parallèles  à 
un  plan  P  est  une  droite,  trace  sur  T  du  plan  paiallèle  à  P  mené 
par  O.  On  ra|)|)elle  ligne  de  fuite  du  plan  P.  On  peut  dire  que  c'est 
la  perspective  de  la  droite  de  l'intini  de  ce  plan  (t.  11,  n"  73). 

Deux  plans  parallèles  ont  évidemment  même  ligne  de  fuite. 

106.  Résolution  de  quelques  problèmes  par  la  considération  des 
points  de  fuite  et  du  rapport  anharmonique .  —  On  peut  eflectuer, 
dans  une  perspective,  des  constructions  faisant  intervenir  des  pro- 
priétés métriques,  en  interprétant  projectivement  celles-ci  par  la 
considération  de  certains  rapports  anharmoniques.  Nous  allons  rapi- 
dement passer  en  revue  quelques-uns  de  ces  problèmes. 

Problème  I.  —  Etant  donnés^  dans  une  perspective^  deux 
points  a  et  b  et  le  point  de  fuite  f  de  la  droite  ab,  construire  le 
point  m  qui,  dans  r espace,  divise  le  segment  AB  dans  un  rapport 
donné. 

Soit^  =R.  On  peut  écrire  (t.  II.  n"  128) 
MB  '  ^  ^ 

R  =  i\BMyz)  =  tabnif). 

On  est  donc  ramené  à  construire  un  point  ni,  connaissant  son 
rapport  anharmonique  avec  trois  j)oinls  donnés,  problème  qu'on  sait 
résoudre  (loc.  cit.).  Pratiquement,  voici  comment  on  pourra  pro- 
céder :   Par  a,  menons  une  droite  quelconque  «D.    Portons-v  une 

M^ 


longueur  quelconque  aW  ;  puis,  [)ortons  .M  B' :=  -^  ■  Joignons  B  b 


et  prenons  son  intersocliuu  P  avec   la   |tarallèlr  à  </l)   menée  |»ar/. 
La  droite  PM'  rencontre  ab  au  point  ni  chcrclic 
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Comme  cas  particulier,  on  saura  piendre  le  inilien  d'un  seg- 
ment. Il  suffit,  en  effet,  de  supposer  R.  ^ — i.  c  est-à-dire  de 
prendre  B'  symétrique  de  a  par  rapport  à  ÎM'.  Le  point  m  est  alors 
conjugué  harmonique  de  y*  par  rapport  à  ab . 

Problèjie  II.  —  On  donne  les  points  de  fuite  f,  f ,  g,  g'  de  deux  couples 
de  directions  rectangulaires  appartenant  à  un  même  plan.  On  donne, 
en  outre,  les  perspectives  d  et  m  d'une  droite  et  d^un  point  de  ce  plan. 
Construire  la  perspective  de  la  perpendiculaire  à  D  menée  dans  le  plan 
par  M. 

La  droite  d  rencontre  la  ligne  de  fuile/y  du  plan  au  point  de  fuite  h  de  D. 
La  perpendiculaire  cherchée  doit  la  rencontrer  au  point  de  fuite  h'  commun 
à  toutes  les  droites  perpendiculaires  à  D.  Or,  les  points  à  l'infini  d'un  angle 
droit  qui  pivote,  dans  son  plan,  autour  de  son  sommet,  décrivent  des  divi- 
sions en  involution  it.  II,  n°  16-4).  Il  en  résulte  que  les  trois  couples  de  points 


i.fif')i  (S'y  ^' S  (^1  ^^' )  doivent  appartenir  à  une  même  involution.  On  est 
encore  ramené  à  un  problème  connu  (t.  II,  Ghap. IX,  Exercice  proposé  n"23). 
Rappelons  la  solution  :  on  décrit  les  cercles  de  diamètres  ff  et  gg';  ils  se 
rencontrent  en  P;  la  perpendiculaire  à  PA  menée  par  P  rencontre  ^' au 
point  h'.  Il  n'y  a  plus  qu'à  joindre  mh'  pour  avoir  la  droite  demandée. 

Il  est  à  remarquer  que  le  point  P,  une  fois  construit,  servira  pour  mener  les 
perpendiculaires  à  toutes  les  droites  du  plan  considéré. 

PROBLh;.ME  III.  —  Les  données  étant  les  mêmes  que  précédemment,  cons- 
truire une  droite  D'  faisant  avec  D  un  angle  donné  \. 

Les  points  de  fuite  h  et  h'  de  D  et  de  D'  doivent  former  avec  les  perspec- 
tives t  et  y  des  points  cycliques  un  rapport  enharmonique  connu,  qui  serait 
donné  par  la  formule  de  Laguerre  (t.  II.  n'^  164).  Or,  ce  rapport  est  égal  au 
rapport  anharmonique  du  faisceau  P(hh'ij).  Mais  les  droites  Pi,  Py,  rayons 
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doubles  de  riiivolulioa  détermirK-e  par  les  deux  couples  de  droites  reclangu- 
Jaires(P/,  P/')  et  (P^,  P^').  "e  sont  autres  que  les  droites  isotropes  du 
point  P.  Dès  lors,  si  l'on  applique  de  nouveau  la  formule  de  Laguerre,  on 
voit  que  l'angle  de  Ph  avec  P  h'  doit  être  égal  à  l'angle  V  donné. 

En  définitive,  la  construction  est  la  même  que  pour  le  problème  précédent  ; 

mais,  on  construit  l'angle  A  P /t'  égal  à  l'angle  donné,  au  lieu  de  construire  un 
angle  droit. 

GoROLLAiRK.  —  Duns  toiit  plan,  il  existe  deux  points  tels  que  les  angles 
ayant  ces  points  pour  sommets  conservent  leur  grandeur  dans  la  pers- 
pective. 

Ces  points  sont,  en  eiïet,  les  deux  points  qui  admettent  pour  perspec- 
tives P  et  le  point*symétrique  par  rapport  à//'. 

Problème  IV.  —  On  donne  les  mêmes  points  de  fuite  que  ilans  le  pro- 
blème If  et  les  perspectives  a,  6,  c  de  trois  points  du  plan.  On  considère 
le  cercle  circonscrit  au   triangle  ABC.   Construire  la  perspective  de  son 

point  de  rencontre  I\I    avec    une   droite  passant  par  A   et  donnée  par    sa 

perspective. 

L'angle  AMB  doit  être  égal  à  l'angle  ACB.  Si  /(,  A'.  /.-.  A'  sont  les  points  de 
fuite  de  MA,  MB,  CA,  CB,  les  angles  hPh'  et  kP .{'  doivent  dont  être  égaux 
et  de  même  sens.  Or,  de  tous  ces  points  de  fuite,  le  second  est  seul  inconnu; 
on  peut  donc  le  construire.  Enjoignant  ensuite  h' b  et  prenant  le  point  de 
rencontre  de  cette  droite  avec  la  droiti'  donnée  ah.  on  a    le  point  m  chi-rclié. 

107.  Notions  sur  la  mise  en  perspective  des  figures  de  l'espace.  — 
Une  figure  de  l'espace  étant  donnée,  ainsi  que  le  tableau  et  le  point 
de  vue,  il  s'agit  de  construire  les  |)erspectives  des  différents  points 
de  la  figure.  Les  artistes  qui  utilisent  la  |)erspeclive  ont  élaboré  tout 
nne  technique  permettant  la  résolution  de  ce  problème.  Nous  allons 
en  exposer  les  traits  principaux. 

Le  tableau  est  toujours  supposé  vertical. 

On  définit  les  différents  points  de  l'espace  par  leur  position  rela- 
tivement au  lablcaii  et  à  un  j»lan  horizontal  do  référence,  (pion 
appelle  le  géoinétral. 

On  a|)pelle  ligne  de  terre  LT  rinlersection  du  géomctral  et  «lu 
tableau. 

On  appelle  direction  principale  la  direction  perpendicidairc  au 
tableau  et  point  de  fuite  principal  le  poinl  de  fuite  F  de  tcttc  direc- 
tion, cesl-à-dirc,  en  soniinc,  la  prop'cliou  orthogonale  du  j)oiMl  de 
vue  sur  \v  laltlcaii.  (le  pitint  th'  vue  est.  dés  lors,  détermine  >i  1  on  se 
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donne,  outre  F.  la  distance  de  O  à  T,  qui  porte  le  nom  de  dis/ancc 
principale. 

La  cote  de  O  au-dessus  du  géométral  est  appelée  lutaleur.  C'est 
évidemment  la  distance  du  point  de  fuite  ])rincipal  à  la  ligne  de 
terre. 

On  a|)pelle  ligne  d' horizon  HH'  la  ligne  de  fuite  des  plans  hori- 
zontaux. G  est  la  parallèle  à  LT  menée  par  F.  Toute  droite  horizon- 
tale a* son  point  de  fuite  sur  celte  ligne. 

Pour  définir  la  position  d'un  point  M  de  Tespace,  on  choisit  un 
triédre  de  référence,  dont  l'origine  est  un  point  quelconque  L  de  la 
ligne  de  terre;  en  outre,  l'axe  des  x  est  dirigé  suivant  cette  ligne; 
l'axe  des  1'  est  [perpendiculaire  au  tableau,  du  côté  opposé  au  point 
de  vue;  l'axe  des  ^  est  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Les  trois  coor- 
données du  point  M  par  rapport  à  ce  triédre  sont  habituellement 
appelées  largeur,  éloignement  (  on  profondeur  )  et  hauteur. 

Pour  mettre  une  figure  en  perspective,  on  commence  par  faire  la 
|)erspective  de  î^a  projection  sur  le  géométral.  Puis,  on  effectue  ce 
(pion  appelle  la  mise  en  hauteur. 

1U8.  Mise  en  perspective  du  géométral.  —  Soit  un  point  M  du 
géométral,  dont  nous  nous  proposons  de  construire  la  perspective. 
On  emploie  les  deux  méthodes  suivantes  : 

i"  Méthode  du  double  point  de  fuite.  —  Supposons  qu'on 
connaisse  les  points  de  fuite  a  et  h  de  deux  directions  A  et  B  du 
géoméli'al.  Menons,  par  >L  les  parallèles  à  ces  directions.  Elles  ren- 
contrent la  ligne  de  terre  en  deux  points  a  et  b\  qui  sont  à  eux- 
mêmes  leurs  propres  perspectives  (comme  tous  les  points  du  tableau). 
En  joignant  aa'  et  hh\  on  a  les  perspectives  des  droites  Mrt'  et  ^Ih' . 
Le  point  m  se  trouve  donc  à  l'intersection  de  aa  et  de  bb' . 

Il  nous  reste  à  voir  comment  on  construira,  dans  la  pratique,  les 
points  a.  b,  a\  b' . 

Pour  avoir  le  point  de  fuiti-  a  dune  direction  de  coefficient  angu- 
laire wi,  il  suffit  de  porter,  sur  la  ligne  d'horizon,  à  partir  du  point  de 
fuite  principal.  Fa  =  — ,  en  apj>elant  d  la  distance  principale.  On 
peut,  soit  calculer  cette  distance,  pour  la  reporter  ensuite  dans  le  sens 
convenable,  soit  la  construire  géométriquement. 

Pour  construire  le  point  a',  on  pourrait  évidemment  calculer  sa 
HAAfi.  —  Cours,  IV.  8 
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larijeur,  connaissant  les  coordonnées  de  M  et  le  coefficient  angulaire  m. 
Alais.  cela  sérail  assez  peu  pratique  et  il  est  généralement  plus  simple 
de  faire  une  épure  dans  le  géométral,  reproduisant,  en  vraie  grandeur, 
la  fjguro  qu'il  s'agit  de  mettre  en  perspective.  En  traçant,  une  fois 
pour  toutes,  la  ligne  de  terre  dans  celte  épure,  on  construit  très  aisé- 
ment la  largeur  de  tout  point  tel  que  a' . 

Cette  épure  dans  le  géométral  peut  être  destinée  sur  une  feuille  à 
part  ou  bien  sur  la  même  feuille  que  la  perspective,  en  imaginant  le 
géométral  rabattu  sur  le  tableau. 

Cette  méthode  du  double  point  de  fuite  est  particulièrement  avan- 
tageuse lorsqu'on  doit  faire  la  perspective  dune  figure  présentant 
plusieurs  séries  de  points  situés  sur  des  droites  parallèles,  comme, 
par  exemple,  un  carrelage.  On  prend  alors,  pour  points  de  fuite  a  et  6, 
les  points  de  fuite  de  ces  parallèles. 

Lorsqu'on  a  à  mettre  en  perspective  une  figure  irrégulière,  par 
exemple  une  courbe  quelconque,  on  trace  un  quadrillage  dans  le  géo- 
métral; on  fait  la  perspective  de  ce  quadrillage  et  l'on  en  déduit  la 
perspective  de  la  figure  donnée,  en  utilisant  les  points  (tù  cette  figure 
rencontre  le  quadrillage.  Ce  procédé  est  connu  .sous  le  nom  de  crali- 
calage. 

109.  y"  Méthode  du  point  de  distance.  ■ —  C'est  au  fond  la 
méthode  précédente,  avec  un  choix  particulier  des  directions  A  et  B. 
On  prend  pour  direction  A  la  direction  principale.  d<tne  | mur  premier 


point  de  fuite  le  point  de  fuite  principal  F.  Comme  seconde  direction  H. 
on  prend  une  direction  faisant  i't"  avec  la  ligne  de  terre,  soit  d'un 
côté,  soit  (le  lautre.  Le  |)oinl  de  iiiite  correspondant  D  s'obtient  en 
portant.  -,ir  la  ligne  d'horizon,  la  dislance  TD  égale  à  la  distance  prin- 
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clpale.  Il  porte  le  nom  de  point  de  distance  accidentelle  on  >iiii|jle- 
mcnt  point  de  distance. 

Ceci  étant,  soient^:  et  )'les  coordonnées  du  |)oint  M  dans  le  géoinétral. 
Le  point  que  nous  avions  appelé  tout  à  l'heure  a'  est  obtenu  en  por- 
tant Lrt'=^.r.  Quant  au  point  //,  on  I(^  construit  en  portant  a' b' =  •)', 
dans  le  sens  inverse  de  VÏJ. 

La  perspective  du  point  M  est  à  lintersection  des  droites  Fa' 
elDb'. 

110.  Mise  en  hauteur.  —  Soient  un  point  M  de  l'espace.  P  sa  projec- 
tion sur  le  géômétral  et  z  sa  iiauteur.  Supposons  construite  la 
perspective  /?  de  P  et  proposons-nous  de  construire  la  perspective  /// 
de  M.  C'est  ce  qu'on  appelle  faire  la  mise  en  hauteur. 

Menons  par  les  points  M  et  P  deux  horizontales  pai^allèles,  de  point 
de  fuite/',  et  soient  M  «-t  V  leurs  points  de  rencontre  avec  le  tableau. 

Fia.  'ni. 


Le  segment  M  P  est  vertical  et  a  pour  longueur  ;  ;  de  plus,  il  coïncide 
avec  sa  perspective.  On  a,  dès  lors,  la  construction  sui\ante. 

On  joint /^,  jusqu'à  sa  rencontre />' avec  L 1' ;  au-dessus  de  ^',  on 
porte  ^j';;i'=  z]  on  joint  /m'  et  1  on  prend  son  point  de  rencontre  /// 
avec  la  verticale  de  p. 

Le  lecteur  cjui  désirerait  approfondir  davantage  les  procédés  de  la 
perspective  lira  avec  fruit  les  pages  4i  à  i  'S  (bi  tome  I  du  Cours  de 
Géométrie  de  l'Ecole  Polytechnique^  par  Maurice  d'Ocagne  (Gau- 
thier-^  illars.  i()i-). 
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RÉSOLUTION    DES    TRIÈDRES. 


111.  Énoncé  du  problème.  —  Lu  liiùdie  pcssède  six  éléments  : 
trois  faces  et  trois  dièdres.  Si  ion  se  donne  trois  d'entre  eux.  le  Irièdre 
est  généralement  fléterminé.  Nous  nous  proposons  de  le  construire 
dans  chacun  des  six  cas  possibles  et  d'indiquer  aussi  comment  on  peut 
construire  les  trois  éléments  qui  n(!  sont  pas  donnés. 

Pour  résoudre  cette  dernière  partie  du  problème,  nous  nous  arran- 
gerons toujours  pour  que  notre  trièdre  soit  connu  finalement  par  une 
face  BSC  dans  le  plan  horizontal  ri  par  la  projection  et  la  cote 
iC un  point  A  de  Vca'ête  opposée.  ^  oici  comment  on  peut  alors 
construire  les  six  éléments  du  trièdre. 

On  connaît   déjà  la  fac<-   BSC.  Pour  avoir  les  deux  autres,  on  les 


raljiit  rcspectiN  riiiciii  aiitoiii-  de  SH  <•!  de  SC  et.  pour  erla.  d  sullil  de 
rabattre  A,  (pii  vient  suei-essivemenl  en  A,  et  en  Aj.  On  a.  du  nu'ine 
coup,  en  a  pa  \  et  mfa^.  le^  augles  plans  des  dièdres  SH  <t  Sd. 
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Reste  à  construire  l'angle  plan  du  dièdre  SA.  A  cet  clFet,  on  mène, 
par  A.  un  plan  perpendiculaire  à  SA.  Il  rencontre  SB  au  point  />, 
situé  sur  la  perpendiculaire  A,  h  à  A,  .S,  j)uisque,  dans  le  rabattement 
autour  de  SB,  b  ne  bouge  pas  et  l'angle  droit  6  AS  se  rabat  en  vraie 
grandeur.  On  construit,  de  même,  le  point  c.  L'angle  plan  cherché 
est  feAc,  dans  l'espace.  Pour  avoir  sa  grandeur,  on  le  rabat  en  Z^A'c, 
en  remarquant  que  l'on  connaît  6A'=  ^A,  et  rA'=  cAo. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  six  cas  de  résolution 
et  nous  discuterons  chaque  fois  les  conditions  de  possibilité. 

112.  Premier  cas  :  On  donne  les  trois  faces  a,  b,  c.  —  Prenons 
le  plan  de  la  face  BSC  =  a  pour  plan  de  projection.  L'arête  SA  est  à 
l'intersection  de  deux  cônes  de  révolution,  de  sommet  commun  S, 
d'axes  respectifs  SB  et  SC  et  de  demi-angles  au  sommet  respectifs  c 
et  b.  Pour  la  construire,  nous  appliquons  la  méthode  générale 
du  n"  66,  c'est-à-dire  que  nous  coupons  par  une  sphère  de  centre  S. 
Les  deux  cônes  sont  coupés  suivant  deux  parallèles  projetés  horizon- 
Fier.  5,. 


talement  suivant  DD'  et  EE'.  Ces  parallèles  se  rencontrent  en  deux 
points,  dont  la  projection  horizontale  commune  est  A.  Ces  deux  points 
sont  symétriques  par  rapport  au  plan  horizontal;  il  leur  cori'espond 
donc  deux  trièdres  symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  Nous  considé- 
rons seulement  l'un  d'eux,  par  exemple  celui  qui  se  trouve  au-dessus 
du  plan  horizontal.  Pour  achever  de  le  déterminer,  il  ne  nous  reste 
plus  qu'à  chercher  la  cote  de  A.  Pour  cela,  nous  rabattons,  par 
exemple,  le  cercle  DD'  et  nous  avons  en  AA'  la  cote  cherchée. 


1  iS 
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Discussion.  —  Pour  que  la  construction  soit  possible,  il  faut  et  il 
suflit  que  le  point  A  soit  intérieur  au  contour  apparent  de  la  sphère. 
Pour  cela,  il  faut  et  11  suffît  que,  si  l'on  parcourt  la  circonférence  de 
ce  contour  apparent  dans  le  sens  BC,  par  exemple,  on  rencontre  les 
|>oinls  D,  D',  E.  E'  dans  l'ordre  D.  1^,  I)',  E'.  Pour  (pi'il  en  soit  ainsi, 
les  conditions  nécessaires  et  suflisantcs  sont 


DE<DD'<DIi'<  Dr:'D. 


ou 

(0 

ri 

(  .>.  j  rt  -f-  6  +  c  <  ■>.  ~. 

On  retrouve  les  inégalités,  bien  connues  en  Géométrie  élémenlairc. 
que  doivent  vérifier  les  faces  d'un  trièdre. 

113.   Deuxième  cas  :    On   donne  deux  faces  h  et  c  et  le  dièdre 
conipiis  A.  —  Prenons  le  plan  de  la  face  A5B  =  c  pour  plan  hori- 

l-iir.   3  2  = 


zontal  et  prenons  un  |)laii  xcrlual  auxiliaiic  .v  y  per|)en(Iieulaire  à  SA. 
L'arête  SC  doit  se  lrou\er  dans  le  demi-plan  de  bout  SAP',  dont  la 
t l'ace  \erticale  VP'  fait  l'angle  A  avec  xy.  Elle  doil  aussi  se  trouver 
sur  un  cône  <le  ré\oluliou  d'axe  SA,  de  sommet  S  et  de  demi-angle 
au  sommet  h.  La  base  de  ce  cône  dans  le  plan  vertical  est  un  cercle 
de   construction  évidente   ('),  qui  rencontre  la  demi-droite  AP' au 

(')  M  i'iiiiyli-  1/  éliiil  i)l)lu."',  il   reiiidniil    |>i(.-nilio  .vy  fii  av.iiit  tic  î>,  ilo  l.iriiii  ii  liion 
ohli'nir  i:i   li;isf  de  la  Ma[)|it:  (|iii  lail   l'anj^jp  h  avec  la  Hcmi-dioile  SA. 
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point   C.   ia|)[)elt''   horizontalement  en  C  sur  xy.  Le  problème  est 
résolu  et  la  construction  est  manifestement  toujours  possible. 

Mi.  Troisième  cas  :  On  donne  deux  faces  a  et  b  et  le  dièdre  \\ 
opposé  à  l' une  d' elles.  —  Pienons  le  plan  BSC  comme  plan  hori- 
zontal. L'arête  SA  se  trouve  sur  le  cône  de  révolution  de  sommet  S, 
d'axe  se  et  de  demi-angle  au  sommet  b.  Elle  se  trouve  aussi  sur  le 
demi-plan  SBP  qui  fait  avec  SBC  l'angle  dièdre  B.  Il  nous  faut  donc 

Fis.  53. 


|)rendre  l'intersection  do  ces  deux  surfaces.  A  cet  effet,  nous  le?,  cou- 
pons par  un  plan  xy  perpendiculaire  à  SC,  qui  donne  dans  le  cône 
une  section  circulaire,  dont  la  projection  verticale  G'  se  construit 
sans  difficulté.  Reste  à  trouver  la  trace  verticale  du  demi-plan  SBP. 
Pour  cela,  nous  prenons  un  deuxième  plan  vertical  XiVi  perpendicu- 
laire à  SB  et  que  nous  faisons  passer,  par  exemple,  par  le  point  C 
Dans  ce  nouveau  sv.slènie.  la  trace  verticale  RP',  du  demi-plan  a  une 
construction  évidente.  Ln  changement  de  plan  nous  donne  ensuite  la 
trace  verticale  BP'  dans  l'ancien  système.  Cette  trace  rencontre  le 
cercle  G'  en  deux  j)oints  A'  et  A^ ,  qui  se  rappellent  en  A  et  A  i  sur  xy. 
Le  problème  est  résolu. 

Discussion .  —  Pour  que  la  construction  soit  |>ossible.  nous  avons 
une  première  condition  nécessaire,  qui  est  la  réalité  des  génératrices 
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d'intersection  du  plan  SBI?  avec  le  cône.  Il  équixaut  de  dire  que  ce 
plan  doit  couper  la  sphère  inscrite  dans  le  cône  et  de  centre  C,  pai- 
exemple.  La  distance  de  C  au  plan  doit  donc  être  inférieure  au  rayon 
de  cette  sphère.  Or,  cette  distance  est  égale  à 

CK  sin  B  =  se  sin  (7  ?-:n  li. 

Quant  au  rajon,  il  est  égal  à  SCsin/y.  Nous  avons  donc  la  condition 
(j)  sin  a  sin  B  ,_  sin  h. 

Supposons  cette  condition  remplie.  Le  plan  SBP  coupe  certaine- 
ment le  cône.  Mais,  nous  ne  devons  accepter  que  les  génératrices 
dont  la  trace  verticale  se  trou\e  sur  la  demi-droite  BP'. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  les  angles  a  et  h  soient  tous  deux 
aigus,  comme  sur  la  ligure  53.  Suivant  la  position  du  point  B  par 
rapport  au  cercle  G',  nous  sommes  conduits  à  distinguer  plusieurs 
cas  : 

Premier  cas  :  a<Ch.  11  y  a  é\ideninient  toujours  une  solution 
unique. 

Deuxième  cas  :  a^b.  Si  B  <^  -  ?  la  demi-droite  BP'  fait  un  angle 

aigu  avec  la  demi-droite  BC  et  rencontre  elTectivement  (V  en  deux 
points;  il  y  i\  deux  solutions.  [Bien  entendu,  ces  deux  solutions  se 
confondent  dans  le  cas  limite  où  l'inégalité  (3)  devient  une  égalité,  j 

Si  B>  -■)  on  a  les  conclusions  inverses;  c'est  le  ])rolongement  (h' 

BP'  qui  rencontre  Cl'  et  il  n'y  a  pas  de  solution. 

Troisii'me  cas  :  a  =  h.  Le  poiul  H  se  Irouse  juste  en  F  et  il  n'\  a 

de  solution  que  si  B  <^  -■,  au(pi«'l  cas  la  solution  est  unique. 

Nous  avons  terminé  la  discussion,  dans  1  Inpotiiésc  tn'i  h's  angles  a 
et  b  sont  tous  deux  aigus.  11  nous  reste  à  nous  libérer  de  celte 
restriction.  Pour  cela,  observons  que  si  l'on  remjilace  l'arèle  SA,  j)ar 
exemjde.  par  la  demi-droite  oj)|)osée  S\.  on  obtient  un  nouveau 
triédrc  doul  lo  cN'mt'nls  sont  lié-s  à  vv\\\  du  |)r(  inicr  par  le»,  lormulcs 

a'=a,       ù'=-  —  b,       r'=T.  —  c,       A'=A,        B'=7r  — B,       (7=n  — C. 
Dès  lors,  si  '^z  est   x-iil  oblu.s,   ou  prolougeia   S|>   cl  Ion  couslruira  Ir 
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trièdre  SAB'C.  qui  sera  défini  par  a' ^=  -  —  «,  h'=zb,  B'=lî.  Ce 
irièdre  une  fois  construit,  on  n'aura  plus  qu'à  prolonger  SB. 

Si  h  est  seul  obtus,  on  construira  SA'BC,  défini  par  a=:a, 
b' ^  -  —  6.  B'=  -  —  B;  puis,  on  prolongera  SA'. 

Si  a  et  b  sont  tous  deux  obtus,  on  construira  SABC.  défini  par 
a' =7:  —  r/,  b'  =  ~  — b,  B'=  -  —  B;  puis,  on  prolongera  SC 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  voir  ce  que  deviennent  les 
résultats  de  la  discussion  ju-écédente  dans  ces  difTérentes  hypothèses. 

llo.  Quatrième  cas  :  On  donne  une  face  a  et  les  deux  dièdres 
adjacents  B  et  C.  —  Ce  cas  pourrait  se  ramener  au  deuxième  par  la 
considération  du  trièdre  supplémentaire,  dont  on  connaît  deux  laces 
b'  =^T.  —  B,  'c'  =  -  —  C  et  le  dièdre  compris  A'  =  -  —  a.  Une  fois  ce 
trièdre  construit,  on  aurait  le  trièdre  demandé,  en  construisant  son 
supplémentaire.  La  solution  serait  toutefois  un  peu  longue  et  c'est 
pourquoi  nous  allons  indiquer  une  solution  directe. 

Prenons  comme  plan  horizontal  BSC.  Si  nous  |)r(nions  deux  plans 
verticaux  auxiliaires  x  ]■  perpendiculaire  à  SB  et  x,ji  perpendi- 
culaire à  SC,  nous  pouvons  immédiatement  construire  les  traces 
\erticales  BP'  et  CQ'  des  faces  ASB  et  ASC.  Pour  construire  l'arête  SA, 
il  nous  faut  prendre  l'intersection  de  ces  plans.  On  pourrait  faire  un 

Fijr.  54. 


changement  de  plan  sur  le  second,  de  manière  à  les  rapporter  tous  les 
deux  au  même  système  de  projections.  On  ])ent  aussi,  et  c  est  ce  que 
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nous  av<»ns  fait  sur  la  figure  54,  chercher  le  ])<tijil  A  de  SA  (jul  a  une 
cote  h  donnée  quelconque.  En  coupant  par  le  plan  horizontal  déhni 
par  cette  cote,  nous  obtenons  les  deux  horizontales  Dr/  et  Ec/,  qui  se 
rencontrent  en  «,  projection  horizontale  du  point  cherché. 

Le  problème  est  résolu  et  admet  toujour>  une  solution,  connue  il 
est  airivé  dans  le  deuxième  cas. 

1 16.  Cinquième  cas  :  On  donne  deux  dièdres  A  et  B  et  la  face  a 
opposée  à  r un  deti.r.  —  Ce  cas  pourrait  se  ramener  au  troisième  par 
la  considérallon  des  trièdres  supplémentaires.  Donnons  toutefois  une 
solution  directe. 

Prenons  ASH  p(uir  plan  horizontal  et  un  plan  perpendiculaire  à  SB 
pour  plan  Acrtical.  Nous  construisons  aisément  l'arête  SC,  qui  est 
déterminée  par  le  point  (  c,  c').  Tl  nous  reste  à  mener  par  cette  droite 

Fig.  55. 


un  pl;in  laisiinl  raiij;lc  V  avec  le  plan  hon/oiilal.  (  !cla  icxicut  r\\- 
demment  à  mener,  par  S,  un  plan  tangent  au  cône  de  révolution  qui 
a  pour  >>ommet  (c,  c),  |)our  axe  une  \erlicale  et  pour  demi-angle  au 

sommet  -  — A.  (iNous  su|)pi>>on>    \  cl   W  aigu.s.   Ou   pcul   louiours  se 

lamener  à  ce  cas  par  des  proloiigcmenis  d  arèlcs,  aiiisi  ipi  d  a  élé 
e\pli(pii''  au  n"  1  I  i.)  Nous  consliuisons  la  base  de  ce  côntMlans  le  plan 
horizontal  ri  uou^  lui  lucnons  la  tangiute  SV.  ('.elle  laugenle  es!  la 
troisième  ait'h'  du  trièdre. 

On  pourrait  discuter  les  ciuidilioiis  de  possibilité  el  le  noMd)rc  ries 
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solutions.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  do  le  faii'e,  en  nous  con- 
tentant d'observer  qu'on  peut  en  déduire  les  résultats  de  ceux  de  la 
discussion  du  troiàième  cas. 


1 17.  Sixième  cas  :  On  donne  les  trois  dièdres  A,  B,  C..  —  Ce  cas 
se  l'amène  au  premier  par  les  trièdres  supplémentaires.  Donnons 
toutefois  une  solution  directe. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  de  la  face  ASB  el  pour  plan 
vertical  un  plan  perpendiculaire  à  SA.  Construisons  le  plan  VXiV  de 
la  face  ASC  et,  laissant  S  indéterminé  sur  AP,  donnons-nous  lyi  trace 
verticale  (C.  C')  de  l'arête  SC.  Le  plan  de  la  face  BS(-  doit  faire 
l'angle  B  avec  le  plan  horizontal  et  l'angle  C  avec  le  plan  PAQ'.  Il 
revient  au  même  de  dire  qu'il  doit  être  tangent  aux  deux  cônes  de 
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révolution  qui  ont,  le  premier,  pour  sommet  (C,  C),  pour  axe  une 
vrticale  et  pour  demi-angle  au  sommet  ^  —  B  ;  lesecond,  pour  sommet 
(C,  C),  pour  axe  la  perpendiculaire  (CD,  CD')  à  PAQ'  et  pour  demi- 
an- le  au  sommet  -  —  C.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  mener  un  plan 

tangent  commun  à  ces  deux  cônes. 

A  cet  efl'et,  nous  considérons  les  sphères  inscrites,  qui  ont,  par 
exemple,  leurs  centres  C  el  D  sur  hi  ligne  de  terre.  Le  plan  cherché 
doit  passer  par  leur  centre  de  similitude  E.  Dès  lors,  nous  aurons  la 
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trace  horizontale  de  ce  plan  en  menant  par  E  une  tangente  à  la  trace 
horizontale  du  j)remier  cône,  laquelle  trace  (^st  circulaire.  Cette  tan- 
j^ente  ESB  constitue  l'arête  SB  du  trièdre;  elle  rencontre  AP  au 
sommet  S,  qu'il  suffit  de  joindre  à  (G,  C)  pour  avoir  la  troisième 
arête. 

Nous  ne  ferons  pas  non  plus  la  discussion,  dont  le  résultat  peut  se 
déduire  de  la  discussion  du  premier  cas,  par  la  considération  des 
trièdres  supplémentaires. 


TRIGONOMÉTRIE 


CHAPITRE  J. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    DES    FONCTIONS    CIRCULAIRES. 


118.  Cercle  trigonométrique.  —  Ou  appelle  cercle  trigonomé- 
Irique  un  cercle  oriealé  de  rayon  i.  Le  sens  positif  habiluellenienl 
adopté  est  le  sens  invei'se  des  aiguilles  d'une  montre. 

Etant  donnes  deux  points  A  et  M  sur  ce  cercle,  nous  avons  vu 
(t.  II,  n"  14)  que  la  mesure  algébrique  a  de  Tare  AM  est  définie  à  un 
multiple  entier  près  de  la  longueur  (je  la  circonférence,  c'est-à-dire 
à  2A7:  près.  Si  a  désigne  une  de  ses  déterminations,  les  autres  sont 
données  par  la  formule 

(i  j  a  =  a  -(-  2/1-. 

Le  nombre  a  sert  aussi  de  mesure  à  l'angle  orienté  '  OA,  OAI  ) 
{loc.  cit.). 

L'unité  d'arc  adopté  varie  suivant  la  nature  des  questions.  Dans 
les  questions  théoriques,  on  prend  j)our  unité  le  rayon  du  cercle, 
c'est-à-dire,  en  somme,  l'unité  de  longueur,  puisque  ce  rayon  a  été 
supposé  égal  à  i.  On  dit  alors  que  les  arcs  et  les  augles  sont  évalués 
en  radians,  le  radian  étant,  par  conséquent,  l'arc  dont  la  longueur 
est  égale  à  i  ou  l'angle  au  centre  correspondant. 

Dans  les  questions  d'ordre  pratique,  on  prend  pour  unité  le 
degré,  qui  est  le  j^  de  la  circonférence,  ou  le  grade,  qui  est 
le  -j-^  de  la  circonférence.  Le  degré  est  divisé  en  60  minutes,  la 
minute  étant  elle-même  divisée  en  60  secondes.  Quant  au  grade,  on 
le  divise  suivant  le  système  décimal,  en  décigrades,  centigrades. 
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mi  m  g  rades,  etc.  Ces  deux  sjstcincs  sont  appelés  respectivement 
système  sexagésimal  et  système  cenlcsitunl.  Le  premier  est  le  plus 
ancien;  mais,  le  second  est,  de  beaucoup,  le  plus  pratique,  à  cause 
des  complications  introduites  par  les  minutes  et  les  secondes  dans 
les  opérations  arithmétiques  efîecluées  sur  des  angles  évalués  dans  le 
système  sexagésimal. 

Nous   n'insistons  pas   davantage   sur  ces  considérations,   qui   sont 
élémentaires. 


119.   Lignes  trigonométriques.  —   Nous  allons  définir  les  lig/ics 

tiigonométricptcs  de  Tare  AM  ou  de  langle  \0A,  OMJ. 

Menons  l'axe  Or,   qui  va  de   ()  \ers  l'origine  A  de   notre   arc. 

Alenons  ensuite  l'axe  O)'.  d'angle  polaire  +  -,  le  plan  étant  orienté 

V\z.  5-. 
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dans  le  même  sens  que  le  cercle  trigonométnque  [(^l.  U,  n"  13).  On 
appelle  cosinus  cl  sinus  de  l'arc  a  Tabscisse  et  l'ordonnée  de  l'extré- 
mité AI  de  cet  arc,  c'esl-à-dire  les  projections  orthogonales  du  vec- 
teur OM  sur  Ox  et  sur  O  )'. 

Par  \,  menons  l'axe  Ay  équipollent  à  Oy  ot,  par  B,  menons,  de 
même,  l'axe  B.r  équi|)ollent  à  ()./•.  La  droit(;  OM  rencontre  ces  deux 
axes  respectivement  en  T  et  S.  On  appelle  langentr  vx  cotangente 
de  l'arc  <i  les  mesures  algébriques  AT  el  BS.  On  peut  dire  aussi  que 
la  tangente  est  l'ordonnée  du  point  T  et  la  cotangfMite  est  l'abscisse 
de  S. 

La  droite  OM  «'-tant  orientée  de  O   \crs   .M.  ou   appelle  sécante 


PROPRIETES    GENERALES    DES    FONCTIONS   CIRCULAIRES.  I  27 

et  cosécante  de  Tare  a  les  mesures  ali^ébriques  OT  et  OS.  Ces  iler- 
nières  lignes  sont  peu  utilisées. 

Ces  diderentes  quantités  cosrt,  sina,  tanga,  cotrt,  séc«  et  coséca 
sont  apjjclées  les  lignes  trigonorné triques  de  Varc  a. 

Si  Ton  considère  a  comme  une  \aiia])le  indépemlantc.  elles 
constituent  six  fonctions,  qui  portent  le  noui  de  fonctions  circu- 
laires. Ces  fonctions  ont  étt-  étudiées  en  (h'iail  dans  le  Tome  I 
(n"'  76  et  77). 

1^20.  Arcs  correspondant  aune  ligne  trigonométrique  donnée.  — 
Si  Von  se  donne  le  cosinus^  on  connaît  l'abscisse  de  M.  Sur  le  cercle 
trigonométrique.  il  y  a  deux  points  M  et  M'  admettant  cette  abscisse; 
ils  sont  symétriques  par  rapport  a  Or.  Toutes  les  déterminations  dc3 
arcs  AM  et  x\M'  sont  comprises  dans  la  formule 

(2)  a  =  7.1-  rr  y.. 

Si  Von  se  donne  le  sinus,  on  connaît  lordonnée  de  M.  Sur  le 
cercle  trigonométrique,  il  v  a  deux  points  M  et  Al'  admettant  cette 
ordonnée;  ils  sont  symétriques  par  rapport  à  O  )'.  Si  7.  désigne  une 
détermination  de  l'arc  AM,  une  détermination  de  AM'  est  a'^  t:  —  a. 
car  la  moyenne  arithmétique  —^ — -  =  —  convient  bien  au  point  B, 
milieu  de  l'arc  MM'.  Les  différents  arcs  admettant  un  sinus  donné 
sont  donc  compris  dans  les  deux  formules 

( 3 )  «  =  ■>. /i  -  -4-  a,         a  —  {ik-h  i}-  —  y.. 

Si  Von  se  donne  la  tani^ente  ou  la  cotanaenie,  on  connaît  les 
points  T  ou  S,  donc  la  droite  OM,  qui  rencontre  le  cercle  trigonomé- 
trique en  deux  points  diamétralement  opposés,  de  sorte  que  les  arcs 
correspondants  sont  donnés  [)ar  la  formule 

(4)  a  =  k-^y. 

l'21.  Relations  entre  les  lignes  trigonométrique  s  d'un  même  angle. 
—  Si  l'on  se  donne  une  des  six  lignes  trigonométriques  de  l'angle  «, 
les  cinq  autres  sont  déterminées,  au  signe  près.  A  priori,  il  doit  donc 
exister  entre  elles  cinq  relations  indépendantes. 

Effectivement,  le  théorème  de  Pvthagore  nous  donne  d'abord  la 
relation 

(5j  cos-rt  H- sin^a  =  I, 
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qui  permet  de  calculer  une  des  deux  premières  li<;iies  trigonomc- 
triques  connaissant  l'autre. 

Ecrivons  maintenant  que  les  points  M(cos«,  sina),  T(i,  tango") 
et  S  (cota,  i)  sont  en  ligne  droite  avec  l'origine;  nous  obtenons  les 

deux  nouvelles  relations 

,^^  sinrt  C()s« 

(6)  taii"^/  =  >  C(>t«  =  -: ) 

cosa  sin<7 

cpii  donnent  la  troisièuic  et  la  quatrième  ligne  en  fonction  des  deux 
premières. 

Enfin,  eu  utilisant  les  formules  de  passage  des  coordonnées  polaires 
aux  coordonnées  cartésiennes  (  t.  II.  n"  iO),  nous  obtenons  les  deux 
dernières  relations 

(  7  )  Sfc  a  =  5  cosec  a  =  — : • 

cosa  sirirt 

Ces  cinq  formules  portent  le  nom  àe  formules  fondamentales. 

On  peut  en  déduire  des  formules  dérivées.,  en  les  combinant  de 
dllférentes  manières.  Par  exemple,  en  midtipliant  membre  à  membre 
les  deux  formules  (6),  on  obtient 

(8)  langa  cola  =  i. 

De  même,  en  divisant  (  5  i  par  cos-rt  ou  par  sin-o,  on  obtif'nt 

(«))  I  -I-   l;nig-a  =    ; — >  I  -tr  COl-a  =    -:— ;; —  • 


l!22.  Relations  simples  entre  les  lignes  d'arcs  différents.  —  l^c- 
nons  suceessiscment  les  s\  nn-triques  de  M  par  lajiport  à  Oa?,  O y,  O 
et  la  première  bissectrice.  En  appliquant  la  foruiule  de  (Ihasles 
|)our  calculer  les  nouveaux  arcs  et  les  formules  établies  au  n"  2ii 
du  Tome  II  pour  avoir  les  nouvelles  coordonnées,  nous  obtenons 

(lo)  cos  (      —  a)  =       cosa,  sin  (      —  a)  =  —  sin<7  ; 

(i  I  )  cos  {t.  —  a)  =  —  cosa,  sin  (-  —  a  }  =z       sina  ; 

(i2)  cos  (-  -+-  a  )  =  —  cosa,  sin  (r  -i-  a)   =  —  sin  a  : 

(i>)  cos  [  -  — '^i  "^       sin  a.  sin  (  -  — «1=:       cosa. 

l'.ii  uldisaut  uiainleuaul  (  i.>)  et  (lo),  et  remarcpiaiil  (pie 
\-a= (  —  «), 

2  2 
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on  a 


(i4)  ces  f Hal=  —  sina,  si  ni ha 

En  se  servant  de  (6),  on  déduit  enfin  des  formules  (lo)  à  (i4) 

(i5)  tangC — a)  —  —  tanga,  tang(T  —  a)  —  —  tang«, 

(i6)  tang  (  t: -t- a)  =    tanga. 

(17)  tang  1  -  — a]  =       cola  =  > 

'  '  °  \-2  /  tanga 

(18)  lang(  -  -+-  a  1  =  —  cota. 

123.  Réduction  d'un  arc  au  premier  quadrant.  — ■  Etant  donné  un 
arc  quelconque  a.  on  peut  trouver  un  arc  terminé  dans  le  premier 
quadrant,  c'est-à-dire  compris  entre  o  et->  dont  les  lignes  trigono- 
métriques  ont  mêmes  valeurs  absolues  que  celles  de  a.  Supposons, 
par  exemple,  que  a  soit  évalué  en  grades.  Soit  a  son  reste  de  divi- 
sion par  4oo.  On  peut  remplacer  a  par  a' ,  car  ces  deux  arcs  se  ter- 
minent au  même  point  M  du  cercle  trigonométrique  et,  j^ar  consé- 
quent, ont  les  mêmes  lignes. 

On  peut  ensuite,  par  une  des  symétries  envisagées  au  numéro  pré- 
cédent, amener  ce  point  M  dans  le  premier  quadrant.  On  applique 
l'une  des  formules  (10),  (11),  (12)  et  le  problème  est  résolu. 

En  appliquant  les  formules  (i3),  on  peut  même  ramener  le  calcul 
des  lignes  d'un  arc  quelconque  à  celui  des  lignes  d'un  arc  compris 
entre  o  et  5o  grades  ou  45°- 

Ces  deux  problèmes  se  présentent  dans  le  calcul  pratique  des  fonc- 
tions circulaires  au  moyen  d'une  table  de  logarithmes. 

124.  Lignes  trigonométriques  de  quelques  arcs  simples.  —  La 
théorie  élémentaire  des  polygones  réguliers  permet  de  calculer  les 
lignes  trigonométriques  des  sous-multiples  simples  de  ~.  Bornons- 
nous  à  signaler  les  formules  les  plus  courantes  : 

(19)  cos  ^  =  sin-^  =  — —  5  tang-^  =  i: 

4  4  y/-i  4 

(  20)  cos  -^  =  sin  ^  =  -, 

-  .       r  v/'^  ~  /-  T.  l 

(21)  CD?  -  =  sin  -  =  —  ,  lang  —  =  i' -»•  t^"."  7:  =  —;=■' 

^      ^  b  i  '2.  "  3        '  <^'        /3 
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125.  Formules  d'addition.  —  Pro])OS()n.s-nous  de  calculer  les 
lignes  Irlgononu'lriqiies  de  l'arc  a -\- b^  eu  fonction  de  celles  des 
arcs  a  et  b. 

Portons  l'arc  AM  =  a.  puis,  à  partir  de  M.  lare  ^IM'=  b.  Consi- 
dérons les  axes  Ox' y'  déduits  de  0.ry  par  une  rotation  de  l'angle  a. 
L'axe  Ox'  passe  par  M.  Il  s'ensuit  que  les  coordonnées  de  M'  par 
rapport  à  Ox'y'  sont  cosb  et  sin/>.  Quant  aux  coordonnées  par  raj)- 
port  à  Oxy,  ce  sont  cos(a -+-/>)  et  sin{a  -\~  b).  Appliquons,  dès 
lors,  les  formules  du  chani;enienl  de  coordonnées  (t.  II,  n"  3i)  : 

{il)  cos(a  -4-  b)  =  cosrt  cos6  —  sina  sin6, 

(aS)  sin(a  -1-  6)  =  sina  cosb  -+-  cosa  siii6. 

Telles  sont  \es  formules  fondamentales  d  addition  des  arcs. 
On  en  déduit,  par  division, 

tan^r/-  -i-  tau;;  A 

(■>A)  tan<r(a -I- y)  =  j 

^      '  °  ■  '        ij—  tangrt  lang6 

et,  par  le  changement  de  b  en  —  6, 

(■.>.5)  cos(«  —  A)  =  cosr;  co«6  -t-  sin  (t  ?in  A, 

(  îG)  sin  (  «  —  6)  =  sin  rt  cos6  —  cosr/  sin  b, 

,           ,            tan^'r/  —  tanq  A 
(27)  taniifrt  —  4*)  = ^ — r* 


126.  Généralisation.  —  En  apj)liquant  un  nombre  suffisant  de  fois 
les  formules  précédentes,  on  peut  arriver  à  calculer  les  lignes  trigo- 
nométriques  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'arcs.  Pour 
établir  des  formules  générales,  il  est  toutefois  j)lus  commode  d'employer 
la  méthode  analvlicjuc  suivante. 

Partons  de  la  formule  (t.  1.  n"  33) 

(  28  )      ces  ((/-+-i»-r-C-4-...-T-/)-(-«sin(rt-l-Z>-f-C-f-...-h/) 

=  (cosrt  -+-  i  sin  r;  1  (  ces 6  -+-  i  sin  6)  (cosr  -t-  /sin  r  )  ...  (cos/  -\-  i  •-'\nl  \ 
=  00s  a  ros  b  . .  .  cos / 

X  (  I  —  M  a  n  g  r/  )  (  I  -h  t  I  a  n  i^  />  )  (  1  -f-  /  I  a  n  t:  r  ) .  . .  (  I  -1-  t  t  a  n  g  /  ). 

Développons  le  produit  du  dernier  meiid)r('.  En  désignant  par  S;, 
la  somme  d<'s  ])roduits  p  à  p  des  nombres  tang//,  lang/;,  .  .  .,  tang/, 
puis  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  obtient 
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les  formules  cherchées  : 

(•29)        C()S(  r/  -h  6  -r-  r  -H.  .  .  -t-  /)  =  COSa  COsb  .  .  .  COS/(l  —  So-i-Si 5,;-+-...), 

(3o)      sin(  a  -T-  b  -\-  r  -^ ...-{-  l)  z=  cosa  cosi  .  . .  cos/(         Si  —  Ss-r-Sj  — ...). 

En  divisant  membre  à  membre,  on  a  enfin 

S,— S.>^S-i-... 
(3i)  tang(a -!- 6 -I- c +...—  /)  = — _  ^  ^  ^ — ^ 

127.  Multiplication  des  arcs.  —  Si,  dans  les  formules  (29), 
(3o),  (3i),  on  suppose  que  tous  les  arcs  sont  égaux  et  au  nombre 
de  m,  on  a 

(32)  cosma  =  cos'"<7((  —  C'j,^  lani;-a  +  G*„  tangua  —...), 

(33)  sin  ma  =  cos'"«(         C/„tanga   — Cf,i  tangua -\- Cf„  tangua — ...), 

C,'„  tanga  —  C,^„  tang-ia  .  .  . 
(  34  )     tan  g /??<■/  = 


1  —  Cr„  lanç^^ï  ,  . 


l'28.  Division  des  arcs.  —  Problème  1.  —  Connaissant  cos«, 
calculer  cos— •  —  Au  point  de  vue  pratique,  pour  résoudre  ce  pro- 
blème, on  procède  de  la  manière  suivante.  Au  moyen  d'une  table 
de  logarithmes,  on  calcule  l'un  des  arcs  «o,  qui  admettent  le  cosinus 
donné.  Tous  les  auti"es  sont  donnés  par  la  formule  (2);  on  en  déduit 

(35)  ^=±^^^ 

m  m  ni 

puis, 

(36)  X  =  cas  —  ■=  cosl  ± 1 )• 

^  m  \       ni  ni   } 

Cherchons  combien   il   y  a   de  valeurs  distinctes  de   x.    Prenons 
d'abord    le    signe     +.    En    augmentant    A"    de    m,    nous    augmen- 
tons —  de  2-;  nous  retombons  donc  sur  la  même  valeur  de  a?.  Il  nous 
m 

suffit  donc  déjà  de  donner  à  k  ni  valeurs  entières  consécutives,  par 
exemple  o,   1,  2,   ...,  m  —  1.  Les  m  valeurs  correspondantes  de  ./■ 

sont,  en  général,  distinctes.  En  effet,  comme  les  valeurs   de  —  ne 

peuvent  différer  que  d'une  quantité  inférieure  à  2-,  si  deux  noin- 
bres  Â-  et  A'  donnaient  la  même  valeur  pour  x,  les  arcs  correspon- 
dants auraient  nécessairement  pour  somme  un  multi])le  de  2-  et  1  on 
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il  lirait  une  égalité  de  la  forme 

■1 h  —  ip- 

m  m  ' 

OU 

«0=  {pni~  k  —  k')-. 


Celte  particularité  ne  se  présente  que  si  le  cosinus  donné  est  égal 
à  =b  I .  \ous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  pousser  la  discussion 
jusqu'au  bout  dans  celte  hypothèse  et  de  reconnaître  qu'après  sup- 
pression des  racines  ±:  i .  les  valeurs  de  .r  précédemment  obtenues 
sont  deux  à  deux  égales. 

Si  nous  prenons  maintenant  le  signe  —  dans  la  formule  (36),  nous 
retombons  sur  les  mêmes  valeurs  de  .r.  Si,  en  effet,  on  associe  à  la 
valeur  k,  prise  avec  le  signe  +,  la  valeur  /,',  prise  avec  le  signe  —  et 
telle  que  k  -j-  /i"':=  m,  les  deux  arcs  correspondants  ont  pour  somme  i~ 
et  ont,  par  conséquent,  le  même  cosinus. 

En  définitive,  nous  obtenons  ni  valeurs  distinctes  pour  x^  sauf  si 
le  cosinus  donné  est  égal  à  zt  i ,  auquel  cas  les  valeurs  de  x  deviennent 
deux  à  deux  égales. 

Tl  résulte  de  cette  discussion  sommaire  que  l'équation  qui  doit 
donner  x  doit  être  une  équation  algébrique  de  degré  ni  et  ayant 
toutes  ses  racines  réelles.  Il  est  aisé  de  vérifier  la  première  de  ces 
deux  assertions,  car,  en  partant  de  la  formule  (Sa)  et  appelant  h  le 
cosinus  donné,  on  trouve  sans  difficulté  l'équation  suivante  : 

( 37 )  .r'«  —  G2, a""-2 (  1  _  .^2 )  -f-  G;„ a:"'-i {\  — x'^Y  — .  . .— h  =.  o. 

Quant  à  la  réalité  des  racines,  elle  serait  plus  difficile  à  démontrer. 
Cette  démonstration  ne  présenterait  d'ailleurs  aucun  intérêt  pratique 
et  devrait  être  regardée  comme  un  pur  exercice  d'algèbre.  Nous  ne 
nous  en  occuperons  donc  pas. 

]!2y.  Résolution  trigonométrique  de  l'équation  du  troisième  degré. 
—  La  considération  de  l'équation  (37)  n'offre  non  plus  aucun  intérêt 
au  [)oint  de  vue  de  la  résolution  pratique  du  problême  envisagé  au 
numéro  précédent.  Sa  seule  raison  d'être  est,  au  contraire,  que  la 
Trigonométrie  permet  de  résoudre  très  aisément  toute  équation  algé- 
brique se  présentant  sous  celle  forme  ou  pouvant  s'y  ramener.  C'est 
ainsi  qu'on  apprend,  en  Mathématiques  élémentaires,  à  résoudre  tri- 
gonomctriipicnient  rê(|uali()n  du  second  degré.  Nous  allons  montrer 
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qu'on  peut  également  résoudre,  par  un  procédé  analogue,  Téqualion 
générale  du  troisième  degré. 

Dans  l'équation  (3^),  supposons  m  :=  3  ;  elle  devient 

(38)  ^x3—Zx  —  b  =  o. 

Nous  obtenons  une  équation  du  troisième  degré  de  la  forme  cano- 
nique (t.  I,  n"  26o);  mais,  ce  n'est  pas  la  plus  générale.  Essayons 
donc  de  ramener  à  la  forme  (38)  l'équation  générale 

(  39 )  x^ ^  px  -T-  (J  ^=  o. 

A  cet  effet,  faisons  le  changement  de  variable' 
(4o)  X  =  my, 

m  désignant  une  constante  que  nous  déterminerons  dans  la  suite. 
L'équation  (Sq)  devient 

(40  m^y^-^  pmy -\- q  =  o. 

Essayons  de  l'identifier  avec  l'équation  (38)  : 

Des  deux  premiers  rapports,  nous  tirons  la  valeur  de  la  constante  m  : 

(43)  m==o^/=^; 

les  deux  derniers  rapports  nous  donnent  ensuite 

(44)  6=^. 

mp 

L'identification  est  donc  toujours  possible,  si  p  est  négatif.  Mais,  il 
faut,  en  outre,  pour  qu'on  puisse  faire  la  résolution  trigonométrique, 
que  h  soit  compris  entre  +1  et  —  i ,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ou 

(45)  4/;3-t-27gr2<o. 

On  reconnaît  la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  (Sg)  (t.  I, 
n''  205),  qu'il  fallait  d'ailleurs  s'attendre  à  retrouver,  puisque  l'équa- 
tion (38)  a  nécessairement  ses  trois  racines  réelles. 
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En  définitive,  toute  équation  du  troisième  degré  qui  a  ses  trois 
racines  réelles  peut  être  résolue  tri gonométriquement  de  la 
manière  suivante  : 

On  calcule  /;/,  puis  b.  par  les  formules  (4^)  et  (44)5  on  calcule  un 
angle  a  ayant  pour  cosinus  6;    on    calcule    ensuite   les    cosinus  des 

angles  t:>  -  -h  lao**,  -  —  120"  et  l'on  multiplie  ces  cosinus  par7?i;  on 

obtient  alors  les  trois  racines  de  l'équation  (3g). 

J30.   ProblèvU'  II.  —   Connaissant  s'\na,  calculer  cos —  —   La 

/n 

méthode  pratique  est  analogue  à  celle  du  n"  128.  On  en  déduit  (juil 

y  a  toujours  m  solutions,   qui  peuvent  se   confondre  deux  à  deux, 

lorsque  la  valeur  donnée  pour  sina  est  nulle.  On  peut  écrire  une 

équation  analogue  à  (3^),  en  parlant  de  la  formule  (33). 

PR<n!Lf:Mi-:  III.  —  Connaissant  cosa  ou  sina,  calculer  sin — •  — 

'  //i 

On  emploie  toujours  la  même  méthode  pratiquer  Mais,  cette  fois,  il 

V  a  ?n  ou  2ni  solutions  suivant  la  parité  de  m.   On  le  constate,  en 

faisant  la  discussion  de  la  résolution   trigonométrique  ou   bien  en 

écrivant    l'équation    algébrique    en   x,    déduite    des    formules    (32) 

ou  (33). 

Pp.OBLÎiMK  l\.   —   Connaissant  lani;v/,   calculer  tang —    —   On 

emploie  toujours  une  méthode  pratique  analogue  à  celle  du  n"  l^S. 
Il  V  a  m  solutions  distinctes  et  l'équation  algébrique  en  x  est  donnée 
par  la  formule  (34).  . 

131.  Transformation  des  sommes  en  produits  et  inversement.  — 
Une  autr<'  application  classique  des  formules  d'addition  est  la  sui- 
vante. 

Combinons  par  addition  et  soustraction  les  formules  (22)  et  (25) 
d'une  part,  (23)  et  (2(i)  d'autre  part.  Nous  obtenons 

(40)  cos(rt  -f-  6)  -4-  cos(  a  —  6)  =  2 cos rt 00s 6, 

(47)  co,s(a  —  b)  —  cos(a  -+-  6)  =  2sinasin6. 

(4S)  sin(a  -(-  6)-+-  sin(a  —  6)  =  2  sin  a  cos  6. 

(49)  %'\n{a  -\-  b)  —  siii(rt  —  6)  =  2  sin  6  cos  a. 

Ce>    formules    permettent    (h-    Ir.inNlormei'   h's  pro(bnls  de  suius  et 


1 

/' 

— 

7 

■2 

p 

7 

p 

■) 

V 
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cosinus  en  sommes  algébriques  de  sinus  et  cosinus,  ce  qui  est  utile, 

en  particulier,  dans  le  calcul  de  certaines  quadratures  (t.  I,  n''  169  ). 

Elles  permettent  aussi  de  résoudre  le  problème  inverse.  Posons 

a  -h  o  =  p.         a  —  ù  =  q:         a  — ,  b  = ; 

les  formules  (46)  à  (49)  deviennent 

/  -  X  P  —  q        P  ~  q 

(30)  COS/>  +  COS^=         2C()S cos 

/   -       N  •        p    ^-    7  • 

(oi  )  ces/)  —  C0S<7  =  —  2  SUl Slll 

(02)  sin/)  -f-  sin  (/  =       2  siii cos 

(53)  sino  —  sin  (7  =       2  sin^^ cos 

Le  principal  intérêt  de  ces  formules  réside  dans  ce  fait  que  les 
seconds  membres  sont  calculables  par  logaritiimes. 

On  peut  en  déduire  un  procédé  pour  rendre  calculable  par  loga- 
rithmes une  somme  quelconque  : 

v      « 

b  c     -      ■ 

on  pose  -  =  tanoo  et  o  s  écrit 
^         a  '^  ' 

S  =:  (cost?  -H  sino)  =  cos'i-t-cos(—  —  c) 

coso  '  cos-j>  L        '  \  '•'-        '  /  J 

in  cos  -  çds  (  -  — 


132.   Formules  relatives  à  la  duplication  des  arcs.  —  Appliquons 
les  formules  (3a),  (33),  (34)  dans  le  cas  iu=  2.  Il  vient 

(54,)  cos2a    =  cos-a —  siu-«, 

(55)  sin>a     =  isinacosa, 

>.  tanija 


(56)  tangsa 


I  —  tan<;-rt 


En  tenant  compte  de  la  formule  (5),  la  formule  (54)  peut  encore  se 
mettre  sous  les  formes  suivantes  : 

(5-)  cos '2 a  =  2Cos-«  —  1=1^  -^sin-rt, 

iH-cosaa              .               I  —  C(ts>n! 
(d8)  cos-a  =  ,  sin-a  = • 
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Si,  dans  (54)  et  (55),  on  remplace  a  par  -,  on  peut  écrire,  rn  iilili- 

,  a 

sant  (^9)  et  posant  tang  ,=  i, 


1  — taiiK^-     = 


i-r-  r- 


(Sg)  côsrt  =  COS-—  f 

(  6o  )  s i  n  (7  =  cos-  —  -i  ^  = 

■2  1  -î-   c- 

formules  élémentaires  bien  connues,   dont  on  a  pu  apprécier  toute 
rimportance  dans  le  calcul  intégral  et  aussi  en  Géométrie  analytique. 


CHAPITRE  IL 

RÉSOLUTION    DES    TRIANGLES. 


133.  Formules  fondamentales.  —  Un  triangle  ABC  possède  six 
éléments  :  ses  trois  côtes  a  =  BC,  b  ^=.  CA,  c  =  AB  et  ses  trois 
angles  A,  B,  C,  que  nous  considérerons  toujours  comme  positifs 
et  <-. 

Si  l'on  se  donne  trois  quelconques  de  ces  six  éléments  (à  l'excep- 
tion des  trois  angles),  on  peut  construire  le  triangle  et,  par  suite,  les 
trois  autres  éléments  sont  déterminés.  Il  doit  donc,  a  priori,  exister 
trois  relations  indépendantes  entre  les  six  éléments  d'un  triangle 
quelconque.  Bien  entendu,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres 
relations  et,  parmi  toutes  ces  relations,  on  peut  toujours  imaginer 
qu'on  en  choisisse  trois  formant  un  système  indépendant.  Il  y  a  donc 
certainement  bien  des  manières  d'écrire  un  tel  système.  Nous  allons 
en  indiquer  trois,  qui  sont  les  formules  fondamentales  classiques  ser- 
vant de  base  à  la  résolution  des  triangles. 

i3i.  Premier  groupe.  —  Projetons  le  contour  BAC  et  sa  résul- 
tante BC  sur  la  droite  BC,  orientée  de  B  vers  C.  Nous  avons 

(i)  a  =  ccosB -f- ècosC. 

En  permutant  circulairement  les  grandes  lettres  et  les  petites  lettres, 
on  obtient  deux  autres  formulas  analogues,  qui,  a\ec  (i),  constituent 
ce  que  nous  appellerons  le  premier  groupe. 

Deuxième  groupe.  —  Faisons  le  carré  scalaire  (t.  II,  n"  101)  de 
légalité  géométrique 

(2)  BC  =  BA  +  AG. 
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Nous  obtenons,   en  remarquant   que  l'angle   des    deuK  veeleurs  est 
-  —  A. 

(3)  a-^=b-~^c'- — -ibccosX. 

Par  permutations  circulaires,  on  obtiendrait  le>  deux  autres  formules 
(lu  deuxième  groupe. 

Troisième  groupe. —  Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
et  prenons  le  point  IV  diamétralement  opposé  à  B.  L'angle  BCB'  est 
droit  et  le  triangle  rectangle  BCB'  nous  donne  (  '  ) 

(4)  a  =  •>.  ]'>sin  A, 

en  appelant  R  le  ravon  du   cercle  circonscrit  et  remarquant  que  les 
angles  BB'C  et  BAC  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

En  permutant  circulairement,  on  a  deux  autres  formules  analogues. 
En  éliminant  la  variable  auxiliaire  R,  on  obtient 


(5) 

a 

h 
siii  B 

c 

sinA 

sin 

C 

A  ces 

deux 

formule 

^s , 

on  joint 

(6) 

A^ 

B-+-  C  = 

=  -. 

et  l'on  a  le  troisième  groupe. 

Chacun  de  ces  trois  groupes  est  un  svstènu'  fondamental  et  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  de  vérifier,  à  titre  d'exercice,  qu'on  peut 
effectivement  déduire  deux  quelconques  d'entre  eux  du  troisième. 

135.  Résolution  des  triangles.  —  Ré>ouilre  un  triangle,  c'est  cal- 
culer tous  ses  élément"^,  quand  on  connaît  trois  d'<'ntre  eux.  ou.  phi-^ 
génèrajcment,  quand  on  l'assujettit  à  trois  conditu>ns  simples  indé- 
pendantes. Nous  nous  bornerons  ici  à  exauiiner  rapidement  les  cas 
classiques  où  l'on  ne  donne  que  des  côtés  ou  des  angles.  Nous  sui- 
vrons le  même  ordre  que  pour  la  rc'solution  tb^s  triédres. 

Premier  cas  :  On  donne  les  frais  côft'-s.  —  On  a  iuiuiédiattineul 
les  trois  angles  par  raj)pb(  al  loii  des  formule^  (bi  (b'uxiéuu>  groupe  : 


C)   Nous  supposons  connues  les  formules  relatives  aux  triangles  rcclanRlis,  qui 
s'établissent  immédiatement  en  projetant  l'hypolénusc  sur  un  ciMé  de   l'aiigir  ilroil. 
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par  exemple, 

ces  V  ^ 


•26c 

Au  point  de  vue  des  calculs  numériques,  il  convient  de  rendre  les  for- 
mules calculables  par  logarithmes.  A  cet  effet,  on  emploie  l'artifice 
suivant.  On  a 

b-  -^  c-  —  (72-1-  9.  hc        (  b  —  c)-  —  a-        (b  —  c  -^  a)  { h  -^  c  —  a) 

I  H-  ces  A  = =  / =  -, -. 

10c  nbc  10c 

Posons 

(7)  a-hb-\-c  =  7.p; 

il  vient,  en  utilisant  la  formule  (58)  du  n"  13l2, 


(8) 


^     é  /p(p  —  ^0 


^1/ 


bc 
En  formant  de  même  la  combinaison  i  —  cosA,  on  trouve 


'{p  —  b)(p-c) 


En  divisant 

(9) 

par 

tang 

•> 

on 

A 

a  enfin 

bc 

(lo) 

V^ 

b)(p  —  c) 
(/>  —  «) 

Devant  chacun  de  ces  radicaux,    il  faut  prendre  le  signe  +,  car — 

devant  être  compris  entre  o  et— 5  ses  trois  lignes  trigonométriques 

doivent  être  positives. 

La  seule  condition  de   possibilité   du    problème  est.  par  exemple, 

(|ue  cos  —  soit  réel  et  -<  i ,  c'est-à-dire  que  p  —  a  soil  positif  ou 
(11;  a<ib-\-c 

et 

p{p  —  a)  <  6c, 
ou 

{b -\- c)' — a"'<4^c,         {b  —  c)-<Ca-, 
ou  enfin 

(12)  a>|6  — rj. 


l4o  TRIGONOMÉTRIE.    —    CHAPITRE    II. 

On  retrouve,  en  (i  i)  et  (12),  les  inéiialitrs  bien  connues  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  trois  côtés  d'un  triangle. 

Bien  que  la  résolution  proprement  dite  du  triangle  soit  terminée, 
signalons  quelques  autres  formules  classiques  se  rattachant  à  ce  cas. 

Si  Ion  applique  la  formule  (4),  on  trouve 


,  _    .     A         A  \/  )  {  p  —  a)(  p  —  b)(  p  —  c) 

a  =  4  Rsin  —  cos—  =  4  '^     1 ; 

11  oc 

d'où 

abc 

'^'  ~  ^\/p[p  —  a){p  —  b){p  —  c) 

Calculons  la  surface  S  du  triangle.  Si  nous  remarquons  (jue  la 
hauteur  issue  du  sommet  lî,  par  exemple,  est  égale  à  csinA,  nous 
avons 

(i4)  S  =  -  icsin  A. 

2 

En  remplaçant  sinA  par  asin  — cos—  et  tenant  eom|)te  de  (8)  et  ((>), 
il  vient 


(  1 5 )  S  =  \^p(,p  —  a)  (jo  —  b)[p  —  c) . 

En  comjiarant  avec  (i3),  on  trouve  la  formule  bien  connue 

(16)  a6c=  4  RS. 

(pTon  peut  d'ailleurs  aussi  déduire  de  (i4)  et  de  (  0- 

Enfin,  si  Ton  décompose  le  triangle  en  une  somme  de  trois  triangles 
axant  [xtur  bases  ses  trois  côtés  et  pour  sommet  (-(uumun  le  centre  du 
cercle  inscrit,  on  a,  en  ajij)elant  ;•  le  rayon  de  ce  cercle, 

(17)  S=pr: 

d'où 

(,8)  ^_^/ip  —  a)ip  —  b)ip  —  c) 


Ap  —  a] 


136.  Deuxième  cas  :  On  donne  den.r  cités  h,  c  et  l  angle  eorn- 
pris  A.  —  Utilisons  b's  formules  (bi  troisième  gioiipe.  Nous  avou^, 
pour-  eideub'r  B  et  (^,  les  deux  ecpialiOlls 

sini?        sinC 

(•9)  -T  ==-!-' 

(-JM)  B  -h  C  =  Tt  —  A . 


RESOLUTION   DES   TRIANGLES.  I4I 

Pour  résoudre  ce  système  d'une  manière  symétrique,  introduisons 
l'inconnue  auxiliaire 

(21)  B  — G  =  ». 

Pour  mettre  en  évidence  cette  nouyelle  quantité,   introduisons  les 
expressions  sinB  —  sinG  et  sinB  +  sinC  : 

sinB  —  sinC        siiiB-HsinG 


b  -\-  c 


ou,  en  appliquant  les  formules  (oa)  et  (53)  du  n"  131, 

.B  — G        B-hG  .B-i-G        B  — G 

v>sin cos 2  sin ces 


è  +  c 


d'où  l'on  lire,  en  se  servant  de  (20), 


u        b  —  c        A 

(22  )  tanc—  =  ■; cot  — 

i         b  -\-  ç         ■?. 

Cette  formule  permet  de  calculer,  par  logarithmes,  l'angle  a,  dont  il 

faut  prendre   la  détermination  comprise  entre    —  -n:  et  +  -.   On  a 

ensuite  B  et  G  par  (20)  et  (21).  Puis,  le  troisième  côté  a  est  donné 

par 

,    ,.  èsin  V 

(20)  a  =      .         ' 

SinB 

Toutes  ces  formules  sont  toujours  applicables  et,  par  conséquent,  le 
problème  est  toujours  possible. 

137.    Troisième  cas  :  On  donne  deux  côtés  a,   h  et  Vangle  K 
opposé  à  liui  d'eux.  —  Nous  avons 

(•).4)  SinB  = , 

a 

ce  qui  donne  B,  puis  G,  d'après  (6),  et  enfin  c  par  la  formule 
.    .,  asinC 

(23)  C=  . 

Discussion.  —  On  doit  d'abord  avoir,  d'après  (24), 
(26)  a^bs'inA. 
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Cette  condilioii  étant  supposée  remplie,  la  formule  [2/])  donui'. 
pour  B,  deux  valeurs  supplémentaires  B'  et  B"=-  —  B',  l'angle  B' 
étant  supposé  aigu,  pour  fixer  les  idées. 

Pour  cpie  la  valeur  de  C  donnée  pnv  (6)  soil  ensuite  aceeptablc,  il 
faut  et  il  suflit  qu'elle  soil  positive;  on  doit  doue  avoir 

(27)  B<--A. 

Pour  interpréter  cette  inégalilc  au  niovcn  des  données,  il  iaul  nous 
servir  de  (24),  ce  qui  introduit  sinB  et  nous  obligea  considérer  deux 
cas  sui\ant  que  B  et-  —  A  sont  aigus  ou  obtus,  puisque  le  sinus 
varie  comme  langle,  dans  le  premier  cas  et,  dans  le  sens  opposé,  dans 
le  second  cas. 

1.    A<<— •  —  L'angle  B'  convient  toujours,  puiscju'il  est  aigu  et 
([ue  T.  —  A  est  obtus.  Quanta  B",  il  ne  convient  que  si  l'on  a 


sinB">  sin(-  —  A). 
sinB  >  sin  A, 


ou 

ou,  d'après  (24  ), 

(•.>8)  b>a 


Si  cette  inégalité  est  satisfaite,  on  aura  deux  solutions  ;  >-m<>p,.  .m 
n'en  aura  qu'une,  donnée  par  l'angle  aigu  B'. 

II.  A>>--  — •  L'angle  obtus  B"  ne  convient  jamais.  Pour  que  B' 
convienne,  il  faul  et  il  siiflil  que 

sin  B'  <  sÎiK't:  —  \  ) 
ou 

(•'9)  ^<«- 

Si   cette  inégalité  est  satisfaite,  (ui  aura  une  Milntion:   sinon,  nn  n  en 
aura  aucune. 

13X.  Oiiatrièrne  cas  :  ( )n  donne  un  côte  a  cl  deux  (inî,^/es  B<'/  C. 
—  Ob.servons  d'abord  «pie  peu  importe  le  clioix  des  deux  angles 
donnés,  car  le  Iroisiéme  est  inwnédialemcnl  coiiuu  par  la  formule  (6). 


RKSOLUTrON   DES   TRIANGLES.  l!\'o 

Nous  avons  maintenant,  d'après  les  formules  du  ti^oisièmc  groupe, 

asiiiB  asinC 


(3o)  b 


si  11  A  sinA 


Ces  formules  sont  toujours  applicables  et  donnent  toujours  une 
seule  solution. 

13U.  Formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  —  On 
peut  se  poser,  pour  les  triangles  sphériques,  les  mêmes  questions  que 
pour  les  triangles  rectilignes  et  établir  la  trigonométrie  sphérique 
parallèlement  à  la  trigonométrie  rectiligne.  Nous  nous  contenterons 
ici  d'en  donner  Informulé  dile  fondamentale. 

Soit  un  triangle  sphérique  ABC  Appelons  a,  h,  c  ses  cotés,  c'est- 
à-dire  les  angles  au  centre  BOC,  COA,  AOB,  et  A,  B,  C  ses  angles, 
c'est-à-dire  les  angles  plans  des  dièdres  BOAC,  COBA,  AOCB.  Sup- 
posons que  l'on  connaisse  6,  c,  A;  on  peut  évidemment  construire 
le  triangle  et,  par  suite,  on  doit  pouvoir  calculer  tous  ses  autres  élé- 
ments. Nous  allons  seulement  calculer  le  troisième  coté  a. 

A  cet  effet,  prenons  un  axe  des  ;  dirigé  de  O  vers  A,  un  axe  des  x 
perpendiculaire,  dans  le  plan  AOB  et  du  même  côté  que  OB  par  rap- 
port à  O^,  enfin  un  axe  des  j'  perpendiculaire  aux  deux  précédents 
et  du  même  côté  que  OC  par  rapport  au  plan  zOx.  Les  longitudes  et 
colatitudes  des  demi-droites  OB  et  OC  sont  respectivement  (o,c) 
et  (A,/>i).  Leurs  cosinus  directeurs  sont  donc  (t.  II,  n"  30) 

sine,  o,     cosc     el     sinicosA,     sin6siiiA,     cos6. 

Nous  aurons  l'angle  a  de  ces  deux  demi-droites,  en  apjjliquant  la 
formule  (21)  du  n"  31  du  Tome  II  : 

(3i)  cosa  =  sine  -iii  ^  cos  A  -1-  cosc  cos6. 

Telle  est  la  formule  connue  sous  le  nom  de   formule  fondamentale 
de  la  Trigonométrie  sphérique. 


NOTE 


LA  CONSTKLCTIOiX  DES  CONIQUES  DANS  LES  ÉPURES 


140.  Il  arrive  fréquemment,  dans  les  épures,  que  l'on  ait  à  cons- 
truire une  conique.  Bien  qu'il  existe  dans  le  commerce  des  instru- 
ments permettant  le  tracé  continu  de  ces  lignes,  on  se  contente 
généralement  de  les  construire  par  points.  Nous  allons  indiquer  les 
procédés  qui  nous  paraissent  les  plus  pratiques  pour  effectuer  celte 
construction. 

141.  Hyperbole.  —  C'est  généralement  le  cas  le  plus  avantageux, 
car  nous  avons  vu,  à  différentes  reprises,  qu'on  pouvait  facilement 
en  trouver  les  asymptotes  et  un  point.  On  a  ensuite  autant  de  points 
qu'on  veut,  en  s'appujant  sur  le  théorème  II  du  n"  o4i  du  Tome  II. 
Si  A  est  le  point  connu  {fig-  58),  on  mène  une  sécante  quelconque 


passant  par  ce  point  et  l'on  porte  QM  =  AP.  Le  point  ^I  appartient  à 
l'hyperbole. 

Cette  construction  peut  se  faire  en  traçant  effectivement  la  sécante 

au  crayon  et  reportant  la  longueur  AP  avec  le  compas  à  pointes 

sèches.  Cela  a  l'inconvénient  d'embrouiller  la  figure,  quand  on  veut 

avoir  un  grand  nombre  de  points.  On  peut  aussi  se  contenter  de  faire 
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passer  un  double-décimètre  par  le  point  A.  On  compte  le  nombre  de 
millimètres  compris  entre  A  elOx.  Puis,  partant  de  Oy,  dans  le  sens 
convenable,  on  compte  un  nombre  de  millimètres  égal  au  nombre 
trouvé  précédemment  et  l'on  marque,  avec  la  pointe  du  cravon,  le 
point  M  qui  se  trouve  en  face  de  la  division  à  laquelle  on  a  abouti. 
Ce  procédé  évite  l'inconNénient  signalé  plus  haut.  Mais,  il  est  assez 
peu  précis,  à  cause  des  erreurs  qu'on  commet  inévitablement,  en 
interpolant  les  millimètres. 

142.  Ellipse.  —  Quand  on  connaît  les  axes,  le  procédé  le  plus 
rapide  est  celui  dit  de  la  bande  de  papier  (t.  II,  n°  540). 

Mais,  il  arrive  fréquemment  que  l'on  connaisse  seulement  deux 
diamètres  conjugués.  Si  l'ellipse  est  de  gi-andes  dimensions  et  néces- 
site, par  suite,  la  détermination  d'un  grand  nombre  de  points,  il  y  a 
avantage  à  construire  les  axes,  pour  appliquer  ensuite  le  procédé 
précédent.  Cette  construction  a  été  indiquée  dans  l'Exercice  résolu 
n°  2  du  Chapitre  XXXV  du  Tome  II.  Rappelons  la  règle,  sans 
démonstration. 

Soient  OA  et  OB  les  deux  diamètres  conjugués  {Jig-   5g).   On 

Fig.   59. 


mène  par  B  une  parallèle  et  une  pcrpcndicvdairc  à  OA.  Sur  la  j»»'r- 
pendiculaire  on  porte  BP  =  BP'=OA.  l^uis,  on  trace  la  circon- 
férence circonscrite  au  triangle  POP'.  Elle  rencontre  la  parallèle 
à  OA  en  deux  points  M  et  M'.  Les  droites  OM  et  OM'  donnent  les 
directions  des  deux  axes.  Leurs  longueurs  sont  OP  -t-  Ol*'  et 
OP' —  OP,  le  granfl  axe  devant  se  trouver  dans  l'angle  aigu  des  deux 
diamelrcs. 
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Si  l'ellipse  est  de  petites  dimensions,  il  suffit  généralement,  pour 
qu'on  puisse  la  tracer  avec  une  exactitude  pratiquement  suffisante, 
d'en  déterminer  quelques  points,  autres  que  les  extrémités  A,  B,  A',  B' 
des  diamètres  donnés.  On  peut  d'abord  construire  facilement  les 
points  de  rencontre  de  l'ellipse  avec  les  diagonales  du  parallélo- 
gramme formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  A'  B'.  On  a,  par  exemple, 
en  remarquant  que  AB  est  la  polaire  de  C  {/ig'-  60), 

0P2  =  0E.0G=  ^^^;         0P  = 

1 


/^ 


60. 


longueur  facile  à  construire.  Ayant  le  point  P,  on  en  déduit  les  trois 
autres  points  analogues,  en  achevant  le  parallélogramme  P  QP'Q', 
dont  on  connaît  les  diagonales  CC  et  DD'.  On  trace  enfin  les  tan- 
gentes en  tous  ces  points,  en  remarquant  que  la  tangente  en  P,  par 
exemple,  est  parallèle  à  AB. 

D'autres  points  faciles  à  construire  sont  ceux  dont  les  coordonnées 

par  rapport  aux  axes  AOB  sont  (  dt  tOA,  d=  7OB)  et  (  ih  7  OA, 

=b  -OBjj   car  il  est  aisé  de  vérifier  que  ces  coordonnées  satisfont 

bien  à  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  deux  diamètres  conjugués. 

La  tangente  au  point  M  (  iOA,  -OBj^  par  exemple,  rencontre  OA 

au  point  T  tel  que  OT  ^  -  OA. 

En  combinant  les  deux  méthodes  précédentes,  on  voit  qu'on  pourra 
obtenir  12  nouveaux  points,  avec  leurs  tangentes.  En  leur  ajoutant 
A,  B,  A',  B',  on  aura  donc,  en  tout,  16  points  et  leurs  tangentes,  ce 
qui  équivaut  à  Sa  points.  Cela  sera  généralement  suffisant  pour  exé- 
cuter un  bon  tracé  de  la  courbe. 

Si  l'on  veut  encore  d'autres  points,  on  peut  employer  la  méthode 
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suivante.  Traçons  la  circonférence  de  diamètre  AA'.  Prenons-j  un 
point  M  quelconque.  Projelons-le  en  Q  surOA.  Menons  QP  parallèle 
à  OB  et  prenons  son  intersection  P  avec  SB,  S  désignant  le  point  de 
rencontre  de  CM  avec  OA.  Le  point  P  appartient  à  l'ellipse. 

En  effet,   si  l'on  appelle  {x^y)  ses  coordonnées  par  rapport  aux 
axes  Oxy  {flg-  6i)  et  (X,  Y)  les  coordonnées  de  M  par  rapport  aux 

Fie.  6i. 


axes'rectangulaires  OXY,  on  a 
(1)  x  =  \. 


b        SO        a 


en  posant  OA  =  a,  OB  =  b.  Or, 

donc, 

x^        yî 

ce  qui  est  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  aux  axes  Oxy.  Les  for- 
mules (i)  définissent  une  transformation  homographique,  admet- 
tant Ox  pour  ligne  de  points  doubles  (puisque  j'  et  \  s'annulent  eu 
même  temps).  Il  s'ensuit  que  la  tangente  en  M  au  cercle  et  la  tan- 
gente en  I*  à  l'ellips*;,  qui  sont  des  droites  homologues,  se  coupent 
en  un  point  T  de  Ox.  De  là  résulte  une  construction  évidente  de  la 
tangente  en  P  {cf.  t.  II,  n"  o3t)). 

143.  Parabole.  —  Su|)posons-la  déterminée  par  un  <liamètre  O.r, 
la  tangente  Oy  ù  rexlrémité  de  ce  diamètre  et  un  point  P.  Soient 
(a,  b)  les  coordonnées  de  ce  point.  L'équation  de  la  parabole  peut 


NOTE  SUR  LA  CONSTRUCTION  DES  CONIQUES  DANS  LES  ÉPURES.       l49 

S'écrire 

On  peut  y  satisfaire  identiquement  en  posant 

(3)  y=-b,  x  =  ^a, 

^  q  q- 

p  el  q  désignant  deux  entiers  quelconques.   Dès  lors,   divisons  OB 
(/to-.  62)  en  q  parties  égales  et  numérotons  les  points  de  division 


dans  l'ordre  naturel,  de  O  vers  B,  en  prolongeant  la  graduation  au 
delà  de  B,  si  cela  est  nécessaire.  Puis,  divisons  OA  en  q-  parties 
égales  et  numérotons  les  points  de  division,  en  marquant  i  au  premier 
point,  2  au  quatrième,  3  au  neuvième,  4  au  seizième,  etc.  (').  Les 
parallèles  à  Ox  menées  par  les  points  de  la  première  graduation  ren- 
contrent les  parallèles  à  Oy  menées  par  les  points  de  même  numéro 
de  la  deuxième  graduation  en  des  points  qui  appartiennent  à  la 
parabole.  Ces  points  sont  d'autant  plus  rapprochés  que  le  nombre  q 
est  plus  grand.  Ajoutons  enfin  qu'il  est  facile  d'avoir  la  tangente  en 
chacun  d'eux,  en  utilisant  la  propriété  bien  connue  de  la  sous- 
tangente  (t.  11,  n°  o4o). 


(')  On  peut  évidemment  se  dispenser  de  construire  les  points  intermédiaires,    qui 
ne  servent  à  rien. 
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EXERCICES  RÉSOLUS. 

Pour  renoncé  des  épures,  nous  ferons  choix  des  axes  de  coordonnées 
auxiliaires  suivants.  L'axe  des  x  sera  la  ligne  de  terre;  Taxe  des  y  sera 
la  droite  de  bout  dont  la  projection  liorizontale  coïncide  avec  un  des 
axes  de  la  feuille  et  se  dirige  en  avant  du  plan  vertical;  enfin,  l'axe 
des  c  sera  la  verticale  ascendante. 

Pour  les  exercices  résolus,  les  données  seront  évaluées  en  milli- 
mètres, à  l'échelle  de  la  figure.  Pour  les  exercices  proposés,  les  données 
seront  également  évaluées  en  millimètres;  mais  elles  correspondront  à 
une  épure  exécutée  sur  une  feuille  '  grand  aigle.  Si  le  lecteur  veut 
exécuter  lui-même,  comme  nous  le  lui  conseillons,  les  épures  des 
exercices  résolus,  il  n'aura  qu'à  en  tripler  les  dimensions. 

i.  (-)  Un  cube  a  une  diagonale  verticale  de  longueur  -o,i);  le  sommet 
le  plus  bas  11  de  cette  diagonale  a  pour  coordonnées  (o,  4")  o)* 
Une  des  arêtes  AB,  issue  du  sommet  le  plus  haut  A,  a  une  projection 

(';  Le  Cliapitie  I  du  Cours  ne  comprenant  que  des  généralités,  il  nous  a  paru 
inutile  de  lui  faire  correspondre  un  Chapitre  d'Exercices. 

(^)  Celte  épure  est  difficile;  on  pourra  la  laisser  de  côté  à  une  première 
lecture. 

Haao.  —  Exercices.  IV.  i 
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horizonlale  inclinée  à  4.5°  sui-  la  ligne  de  terre,  l'abscisse  et  léloi- 
gnenient  du  point  1>  étant  plus  petits  que  l'abscisse  et  réloignement 
du  point  A. 

Un  octaèdre  régulier  admet  pour  faces  deux  triangles  équila- 
léraux  IJK,  LMN.  Le  premier  se  trouve  dans  le  plan  horizontal  et  a 
pour  centre  l\.  le  sommet  K  se  trouvant  en  avant  de  ce  point  et  le 
côté  IJ  étant  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Le  deuxième  triangle  se 
trouve  dans  le  plan  horizontal  de  cote  47- 

Représenter  la  partie  commune  à  ces  deux  solides  {Jig.  i). 

Construction  du  cube.  —  Un  calcul  facile  de  Géométrie  élémen- 
taire montre  que  le  sommet  B  se  projette  sur  la  diagonale  verticale^au 
\  de  AU,  à  partir  de  A  et  qu'il  se  trouve  à  une  distance  de  celle  diago- 

AHv  2  - 

nale  égale  à  — ^-^<  c'est-à-dire  égale  à  aS.o  x  \2.  On  en  déduit  immé- 
diatement la  projection  horizontale  ah,  puis  la  projection  verticale  a'  h' 
de  Al^.  Le  cube  admet  sa  diagonale  comme  axe  de  symétrie  ter- 
naire, c'est-à-dire  qu'il  se  superpose  à  lui-même  après  une  rotation  de 
120°  ou  de  240°  autour  de  cette  diagonale.  On  en  conclut  que  les  pro- 
jections horizontales  c,  d,  e.  f,  g  des  cinq  sommets  non  encore  cons- 
truits forment  avec  b  un  hexagone  régulier.  En  projection  verticale,  d' 
et  /   ont  même  cote  que  b'  et  c' .  e\  g'  ont  une  cote  moitié   moindre. 

Construction  de  Voctaèdre.  —  Un  calcul  facile  de  Géométrie  élé- 
mentaire C)  montre  que  la  hauteur  h  comprise  entre  deu\  faces  paral- 
lèles d'un  octaèdre  régulier  est  liée  à  son  côté  a  par  la  relation 

A  =  ^. 

Ici.   h  =  |-;   donc   a  :=  ^  _    •  Le  rayon   aA'  du  cercle   circonscrit  au 

triangle  est  donc  égal  à  23,5  x  v^,  c'est-à-dire  égal  à  ab.  Les  triangles  ty A" 
et  Imn  sont  donc  inscrits  dans  le  même  cercle  que  Ihexagone  bcdefg. 
Leur  construction  est,  dès  lors,  immédiate.  On  en  déduit  ensuite  les 
projections  verticales  i'j' k'  et  l  ni n' .  Il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à 
joindre  les  arêtes  iNJ,  M,  KM.  KL.  IM.  IL. 

Cnnstructi'tn  de  r intersection .  —   !)e  même  que  le  cube,  Toclaèdre 


(  '  )  Considùrci-  le    Iclraètlrc  Irircr.liinplc  avant   pour  hase  lune   des  facos  cl   pour 

sommet  11"  cintre  de  l'oclaèdrc.  Sn  liiinlcnr  fg;ile  —  cl  i\ii>si  -— • 
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admet  la  verticale  AH  comme  'txe  de  symétrie  ternaire:  il  en  est 
doQC  de  même  de  rintersection.  Dès  lors,  il  nous  suffit  de  construire, 
par  exemple,  les  intersections  de  l'octaèdre  avec  les  faces  ABCD  et 
HCDE  du  cube  ;  le  reste  s'en  déduira  par  deux  rotations  de  120°  et  de  240° 
autour  de  Ail. 

Ecrivons  le  tableau  rectangulaire  qui  donne  les  combinaisons  des  deux 
faces  ci-dessus  avec  les  huit  faces  de  l'octaèdre  : 

LMX.    KI.J.     KLM.  KMI.  KJL.         ^IM.     NLJ.  NJI. 

ABCD (1,2)     -     (2,3)     (20,21)        -        (1,21)     -      - 

HCDE -        -    (3,4)     (20,19)     (4,5)         -         -      - 

Commençons  par  marquer  du  signe  -  toutes  les  combinaisons  qui  ne 
donnent  certainement  rien  dans  l'intersection,  parce  que  les  deux  faces 
combinées  n'ont  aucun  point  commun  dans  une  au  moins  des  deux 
projections.  Nous  avons  aussi  marqué  du  même  signe  la  combi- 
naison (HCDE,  MIM),  dont  l'intersection  est  tout  entière  en  dehors 
des  deuT^  faces  correspondantes,  ainsi  qu'on  s'en  assure  aisément  en 
coupant,  par  exemple,  par  les  plans  horizontaux  passant  par  C  et  par  M. 

Le  plan  LMN  coupe  la  face  ABCD  suivant  la  diagonale  BD.  La 
partie  intérieure  au  triangle  LMN  est  le  segment  (12,  i'2'). 

Le  plan  ML\  coupe  ABCD  suivant  une  droite  qui  passe  par  le 
point  i;  on  en  a  un  second  en  coupant  parle  plan  horizontal  qui  passe 
par  C;  ce  plan  coupe  ABCD  suivant  une  parallèle  à  BD,  projetée 
horizontalement  en  cr;  il  coupe  NIM  suivant  une  parallèle  à  I\M  pas- 
sant par  le  milieu  de  MI  et  projetée  horizontalement  en  pr\  le  point  / 
est  la  projection  horizontale  du  second  point  cherché.  En  joignant  n, 
on   obtient  le   segment   (1,21)  limité  à   mi  et  projeté  verticalement   en 

(l',2l'~). 

L'intersection  de  ABCD  avec  KLM  passe  par  le  point  2;  on  en  a  un 
second  en  coupant  par  le  même  plan  horizontal  que  précédemment;  on 
obtient  ainsi  le  point  s  situé  sur  cr  et  sur  la  droite  (/,«  joignant  les 
milieux  de  km  et  kl.  En  joignant  2S,  on  obtient  le  segment  23  limité  à 
cd  et  projeté  verticalement  en  2'3'. 

L'intersection  de  ABCD  avec  KMI  passe  par  le  point  21  et  par  le 
point  u  où  23  rencontre  km.  Elle  donne  le  segment  (^20,21).  (20, 21'). 
L'intersection  de  HCDE  avec  KLM  passe  par  le  point  3  et  par  le 
point  t,  intersection  de  ce  et  de  scj  (on  a  encore  coupé  par  le  plan 
horizontal  précédent).  Cela  donne  le  segment  (3,4),  (3',4')- 

L'intersection  de  HCDE  avec  KMI  passe  par  le  point  20  et  par  le 
point  c,  intersection  de  ce  et  de  pq.  Elle  donne  le  segment  (20,19) 
limité  à  HC. 
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Enfin,  l'intersection  de  HCDE  avec  KJL  passe  par  le  point  4  et  par  le 
point  ir,  obtenu  en  coupant  par  le  plan  horizontal  de  projection.  D'où 
le  segment  45  limité  à  HE. 

\ous  avons  marqué,  dans  le  tableau  ci-dessus,  tous  les  segments 
dont  nous  venons  d'indiquer  la  construction. 

En  faisant  les  rotations  de  120°  et  de  >4o°,  nous  en  avons  déduit 
i4  nouveaux  segments;  chaque  nouveau  point  a  reçu  un  numéro  égal  à 
l'ancien  augmenté  de  -  ou  de  i^. 

Jonction  des  points.  —  Nous  donnons  ci-dessous  le  tableau  de  tous 
les  points  dans  leur  ordre  de  jonction,  en  indiquant,  pour  chacun  d'eux, 
l'arête  et  la  face  auxquelles  il  appartient.  Cela  sufllt  pour  se  rendre 
compte  que  le   numérotage  est  bien  conforme  à  la  règle  du  n°  IV  : 

I  (/w/j,  ahcd)\  2  {ml,  ahcd);  3  {nil/,\  cd)\  4  {l/>,  hcde)]  5  (A(/',  he); 
6  (/(/■,  ef);  7  {/,/,  ndef)\  S  {Ini,  a  de/);  9  {In,  a  de/):  \o{lnj,  e/); 
1 1  {jn.  he/g)  ;  12  {jni,  /iir)  ;  ^^{./ni,  gb)\  i4  (./«,  a/gb);  i5  {ni,  a/gb); 
i6{nm,  a/^'b);  1-  {nmi,  gb);  iS  {im,  hgbc)  ;  19  (fw/.,  rtc)  ;  20  ^'m/.,  crf); 
21  (i/?î,  abcd). 

Ponctuation.  —  ^"oici  la  liste  des  faces  vues  (')  : 

En  projection  horizontale  :  abcd,  adef,  a/gb\  Inin,  nini.  nlj.   Imk. 

En  projection  verticale  :  a'b'c'd',  a'd'e'/',  h'c'd'e'i  /•.//,  A'i'nt', 
k'I'm'. 

En  se  servant  du  tableau  précédent,  qui  indique  sur  quelles  faces  se 
trouve  chaque  sommet  de  la  ligne  d'intersection  et  utilisant  la  règle  a 
du  cas  III  du  n°  11,  on  obtient  immédiatement  le  tableau  des  côtés  vus  : 

En  projection  horizontale  :  i .  2  ;  2,  3  ;  3,  4  >  6,  7  ;  7,  8;  8,  9;  9,  10; 
10.  1 1  ;  i3.  i4  ;  i4)  '5;  i5,  16;  16,  17  ;  17,  18;  20,  21  ;  21.  i. 

En  projection  verticale  :  1',  2';  2'.  3';  3',  4'?  4'»  5';  ^'j  6';  6'.  7';  7  ,  8'; 
8',  9';  9'.  'o';  '8'.  19';  19',  20';  20',  21';  21',  i'. 

\  oici  enfin  le  tableau  des  arêtes  ou  portions  d'arêtes  ([ui  doivent  être 
conservées,  les  autres  étant  marquées  en  trait  mixte  : 

II.  19;  //.  5;  //,  12;  3,  20;  10.  6;  17,  i3;  2,  8;  9,  i5;  16,  i;  1 '|.  11: 
2.,  18;  7,4. 


('j  II  n'y  il  aiicunn  (lifficulli'  à  rn-onnaîlre  SllCl't•^!^ivome^t  1rs  (Jiffùrentcs  face» 
au  priiiil  (le  vue  tic  la  visibililê.  Ou  peut  aussi  appli(|uci'  ii'S  tiiéori-iiies  du  n*  t'2. 
Poui°  le  cui>c,  eu  projccliou  liori/.onlaic.  par  exeiii|ile.  Il  est  rarlié  ;  ilonc.  aus$i 
toutes  les  fares  issues  He  re  soniniel  (TlM'oréme  II):  V  est  vu  el  ne  fait  p.ts  partie 
(lu  conlour  apparent;  donc,  les  Mois  face>  ipii  en  *i)nf  issues  sonl  vues  (Tliéo- 
r<'me  III  ^ 
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2.  Une  pyramide  a  pour  sommet  le  point  S( — 54. 0,88)  et  pour 
base,  dans  le  plan  horizontal,  un  carré  ABCD,  dont  les  sommets  A 
et  B  les  plus  rapprochés  de  la  ligne  déterre  ont  pour  coordonnées 
respectives  (  —  io,36,o)  cl  (26,3o,o).  Une  deuxième  pyramide  a  pour 
sommet  le  point  Si  (o,3o.44)  ^'  pour  base,  dans  le  plan  horizontal, 
un  triangle  AiB,C,  défini  par  les  coordonnées  A,( — 54,36,o), 
B,( — 24,20,0),  C,(  —  0^.62,0).  Représenter  Tensemble  de  ces  deux 
solides  {fig.  2). 

Construction  de  l'intersection.  —  Nous  appliquons  la  méthode  géné- 
rale du  n°  16.  La  ligne  des  soramels  perce  le  plan  horizontal  au  point 
{1.  fj').  Les  traces  horizontales  des  plans  auxiliaires  passent  toutes  parc. 
Les  traces  des  plans  limites  sont  c^i  et  7c,.  Les  plans  auxiliaires  utiles 
sont  6,e/',  akl,  aigh,  c^ij.  Ils  donnent  chacun  deux  points  de  Tinter- 
section.  Par  exemple,  le  point  5  s'obtient  en  prenant  l'intersection  de  sa 
et  dé  .9|/;  il  se  rappelle  en  5'  sur  s' a' . 

Jonction  des  points.  —  Appliquons  la  méthode  du  n"  18.  Partons  du 
point  I.  auquel  correspondent,  sur  les  bases,  les  points  6,  et  e.  Le  sens 
de  parcours  sur  abcd  est  nécessairement  celui  de  e  vers  a.  parce  que  e 
se  trou\e  sur  un  plan  limite  pour  S|.  Sur  l'autre  base,  prenons  le  sens 
indiqué  par  la  flèche.  >«ous  obtenons  successivement  les  points  2,  3.  \.  5 
et  nous  retombons  sur  le  point  1  ;  le  polygone  est  fermé.  Mais,  il  reste 
encore  trois  points.  Parlons  de  l'un  d'eux  6,  auquel  correspondent,  sur 
les  bases,  è,  et  /".  Sur  abcd,  nous  allons  nécessairement  verse;  sur 
l'autre  base,  marchons  toujours  dans  le  sens  de  la  flèche.  Nous  obtenons 
les  points  7,8  et  nous  retombons  sur  6.  Tous  les  points  sont  maintenant 
éj>uisés.  L'intersection  se  compose  de  deux  polygones  fermés;  il  y  a 
pénétration  (n°  19). 

Ponctuation.  —  Voici  la  liste  des  faces  vues  : 

En  projection  horizontale  :  SBC,  SCD;  S,A,B,,  SiA,C,. 

En  projection  verticale  :  SAD,  SDC;  S,A,C,,  S,C,  B,. 

En  projection  horizontale,  les  points  i,  -.i,  3,  4.  5  sont  tous  cachés 
sur  P;  donc,  le  premier  polygone  est  entièrement  caché.  Le  côté  68  est 
caché  sur  P,;  les  côtés  67  et  78  sont  vus  à  la  fois  sur  les  deux  pyra- 
mides; on  les  trace  donc  en  trait  plein. 

En  projection  verticale,  les  côtés  la  et  5i  et  le  triangle  678  sont 
cachés  sur  S.  Le  côté  23  est  caché  sur  S,.  Enfin,  34  et  l^h  sont  vus  sur 
les  deux  solides,  donc  en  trait  plein. 

Les  porlitins  d'arèles  à  enle>er  «ont  16,  48,  37  et   '."». 

I'>ri    projection     horizontale,     signalons    seulement    (jue    les    portions 
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d'arêtes  3//^  ci  ^n,  bien  que  vues  sur  la  pyramide  P,,  àlaquelle  elles 
appartiennent,  sont  néanmoins  cachées  par  la  face  SAD  de  P.  Il  en  est 
de  même  pour  la  partie  /xbi  de  la  base. 

En  projection  verticale,  on  peut  faire  la  même  remarque  pour  l' g' , 
l' p'  et  pour  les  portions  d'arêtes  de  Pi  comprises  entre  s' c'  et  les 
points  6',  7',  8'. 

3.  Un  prisme  P,  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  triangle 
équilatéral  A,B,  Cj,  dont  les  deux  sommets  les  plus  rapprochés  de  la 
ligne  de  terre  ont  pour  coordonnées  B,(4o,4,o);  C, (4»  16,0).  Ses 
génératrices  sont  de  front  et  sont  inclinées  à  ôo°  sur  Ox,  en  montant 
de  droite  à  gauche. 

Sur  l'arête  issue  du  sommet  A,,  on  prend  le  point  E,  dans  le 
plan  yO z.  Par  ce  point.,  on  mène  une  droite  dont  les  deux  projec- 
tions font  45°  avec  la  ligne  de  terre.,  en  montant  de  gauche  à  droite 
pour  la  projection  verticale  et  descendant  pour  la  projection  horizon- 
tale. Cette  droite  perce  le  plan  vertical  au  point  A.  Ce  point  est  le 
sommet  d\in  triangle  ABC  du  plan  vertical,  dont  les  sommets  B  e^  C 
ont  pour  coordonnées  ( — 18,0,0)  e^  ( — 14,0,26).  On  considère  un 
second  prisme  P,  dont  ABC  est  la  base  et  AE  une  arête.  On  le  limite 
par  une  section  droite  admettant  E  pour  sommet. 

Représenter  ce  prisme  entaillé  par  P,,  ainsi  que  son  ombre  propre 
et  son  ombre  portée  sur  le  plan  vertical,  les  rayons  lumineux  ayant 
leurs  projections  perpendiculaires  aux  projections  de  même  nom  des 
arêtes  de  P  {fig.  3). 

Construction  de  Vintersection.  —  Cherchons  la  direction  des  plans 
auxiliaires.  A  cet  effet,  menons  par  K  les  parallèles  aux  arêtes  des  deux 
prismes  (n°  10).  Ce  sont  les  arêtes  lv\  et  M\,.  La  seconde  étant  de 
front,  les  traces  verticales  des  pians  auxiliaires  sont  parallèles  à  e'rt, . 
En  menant  a' q  parallèle  à  cette  direction,  puis  joignant  qax,  on  a  les 
traces  du  plan  au.viliaire  lv\A|,  qui  est  limite  à  la  fois  pour  les  deux 
prismes.  On  a  un  deuxième  plan  limite  c'jih  et  deux  autres  plans  auxi- 
liaires utiles  :  b' Ik  el  c^mn'p'.  Ces  trois  plans  donnent  respectivement 
les  points  3,  7;  6,  2;  5,  8. 

Jonction  des  points.  —  Partons  du  point  E,  avec  le  numéro  i.  Ce 
point  est  à  la  rencontre  de  deu.r  arêtes;  il  est  donc  rextrémilè  de 
quatre  côtés  différents  du  polygone  d'intersection  (  n"  18)  et  nous  pou- 
vons faire  notre  départ  de  quatre  manières  diirérenles,  en  combinant 
les  sens  de  parcours  sur  les  deux  polygones  de  base.  Partons,  par 
exemple,  de   A,  vers  B,    et  do   \   vers  B;  nous  obtenons  successivement 
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les  points  2,  3  et  nous  revenons  au  point  1.  Continuons  nnaintenant  à 
parcourir  ABC  dans  le  même  sens;  mais,  changeons  de  sens  sur  l'autre 
base;  nous  obtenons  les  points  5,  6,  7,  8  et  nous  revenons  en  ]•].  Tous 
les    points    sont,    à   présent,    numérotés.     L'intersection  est   constituée 
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par  le  triangle  i23  et  par  le  pentagone  gauche  4-^678,  les  sommets  1 
et  4  étant  confondus.  On  est  dans  le  cas  intermédiaire  entre  la  péné- 
tration et  V arrachement.  ' 

Construction  de  la  section  droite.  — Coupons  par  le  plan  de  front  rs\ 
il  coupe  les  faces  E.VC  et  GCB  suivant  les  frontales  projetées  verticale- 
ment en  s' t  et  t' u' .  parallèles  à  a' c'  et  c  b'  et  le  plan  de  la  section 
droite  suivant  la  frontale  dont  la  projection  verticale  r'  i''  11'  est  perpen- 
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dicnlaire  à  n' e'  et  passe  par  le  point  r'  situé  sur  l'horizontale  (e/-,  e' r'). 
Enjoignant  c'e',  on  a  la  projection  verticale  de  EG;  puis,  en  joignant  _§-'//, 
on  a  g'  f  \  enfin,  il  ne  reste  plus  qu'à  joindre  e'/'.  Des  lignes  de  rappel 
donnent  les  projections  horizontales/ et  g. 

Poncluation.  —  Voici  la  liste  des  faces  vues  : 

En  projection  horizontale,  ACEG,  EFG.    • 

En  projection  verticale,  AHFE,  EFG. 

Eu  projection  horizontale,  les  côtés  78,  81,  i  3  sont  vus  comme  appar- 
tenant à  la  face  ACEG:  les  côtés  45,  56,  67  sont  vus  comme  contour 
apparent,  bien  qu'appartenant  à  des  faces  cachées  {cf.  n°  11,  II,  c; 
la  partie  solide  du  prisme  P  qui  cachait  .primitivement  ces  segments  est 
enlevée  par  la  suppression  du  prisme  Pj). 

En  projection  verticale,  l'a',  4'-^'  et  5'6'  sont  vus  comme  appartenant 
à  ABFE;  6'-'  et  une  petite  partie  de  j'S'  sont  vus  comme  contour 
apparent. 

11  faut  enlever  les  portions  d'arêtes  62  et  78.  Des  arêtes  de  P,.  on  ne 
conserve  que  le  segment  58,  vu  en  projection  horizontale  et  caché  en 
projection  verticale. 

Ombres.  —  Les  rayons  lumineux  et  les  arêtes  de  P  sont  parallèles  au 
premier  bissecteur;  il  s'ensuit  que  tout  plan  de  rayons  lumineux 
s'appuyant  sur  une  arête  de  P  a  une  trace  verticale  parallèle  à  la  ligne 
de  terre;  on  en  a,  d'autre  part,  un  point,  en  prenant  la  trace  de  cette 
arête.  On  obtient  donc  immédiatement  \es  ombres  portées  par  les  trois 
faces  sur  le  plan  vertical.  (Les  ombres  portées  sur  le  plan  horizontal 
sont  toutes  en  arrière  du  plan  vertical  et,  par  suite,  ne  sont  pas  vues.) 
l'our  délimiter  l'ombre  portée  par  la  face  BCGF,  par  exemple,  on 
mène  g' g'  parallèle  à  la  projection  verticale  des  ravons  lumineux  et  Ton 
prend  son  intersection  avec  c' g"  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  on  obtient 
ainsi  le  point  g".  On  construit,  de  mênie,  les  points  3",  ~\  f\  2",  6'. 
.  L'ombre  cherchée  se  compose  des  deux  trapèzes  c'-"Ç>'  b'  et  yg'fi". 
De  même,  les  ombres  portées  par  les  parties  non  enlevées  des  faces  HAEF 
et  AEGC  se  composent,du  pentagone  //^v' i  '  5  G'/>',  du  triangle  \  1"  f\ 
du  pentagone  a' c' -"S'  \  ' a'  et  du  triangle  13':,''.  Il  faut  couvrir  de 
hachures  toute  aire  intérieure  à  Fun  au  moins  de  ces  polygones. 

Quant  à  {'ombre  propre  du  prisme,  elle  comprend  d'abord  la  base  ARC 
et  la  face  BCGF  ;  mais,  toutes  deux  sont  cachées  dans  les  deux  projections  ; 
on  ne  les  couvre  pas  de  hachures.  Il  faut  ensuite  s'occuper  de  la  surface 
de  l'entaille,  qui  est  constituée  par  certaines  parties  des  faces  de  P,. 

Prenons  le  triangle  58i.  Son  ombre  portée  5"8  i"  est  tout  entière 
dans  l'ombre  portée  par  les  faces  BAIIF  et  C.\lC(i.  Comme  ces  faces  sont 
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éclairées,  elles  arrèlent  cerlainement  les  rayons  lumineux  qui  devraient 
rencontrer  le  triangle,  lequel  esl,  par  suite,  dans  l'ombre.  Sa  projection 
horizontale,  qui  est  seule  vue,  doit  donc  être  couverte  de  hachures. 

Prenons  maintenant  le  quadrilatère  6678.  Dans  son  ombre  portée, 
nous  avons  les  deux  triangles  5"6''a"  et  7"8"3''  qui  sont  extérieurs  aux 
ombres  portées  par  les  faces  BAEl'"  et  ACGE.  Les  rayons  lumineux  qui 
les  traversent  ne  sont  donc  pas  arrêtés  par  ces  faces  et  les  triangles  56a 
rt  783  sont  éclairés.  Au  contraire,  le  trapèze  58 ^3a  est  dans  Cambre. 

Le  triangle  i"y"ô"  conduirait,  de  mêuje,  à  une  ombre  portée  sur  le 
triangle  128;  mais,  comme  ce  triangle  est  caché  dans  les  deux  projec- 
tions, cela  ne  présente  aucun  intérêt. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Un  cube  a  une  face  dans  le  pian  horizontal.  Le  centre  C  de  celle 
face  a  pour  coordonnées  (0.100,0)  el  l'un  des  sommets  (60,60,0).  Un 
octaèdre  régulier  a  une  diagonale  verticale,  dont  une  extrémité  est  le 
point  C  précédent  et  l'autre  a  pour  cote  14O.  La  trace  horizontale  d'un 
des  deux  plans  diagonaux  passant  par  cette  diagonale  a  pour  coeflicient 
angulaire  4  p^^i"  rapport  aux  axes  .rOy. 

Représenter  le  cube  entaillé  par  l'oclaèdre,  ainsi  que  son  ombre 
propre  et  les  ombres  ([uil  porte  sur  les  deux  plans  de  projection. 

2.  Un  octaèdre  régulier  a  une  face  dans  le  plan  horizontal,  dont  le 
centre  et  un  sommet  ont  pour  coordonnées  respectives  (0,120,0)  el 
(0,220,0).  Un  tétraèdre  régulier  a  un  sommet  au  centre  de  l'octaèdre; 
la  hauteur  issue  de  ce  sommet  est  verticale  et  dirigée  vers  le  haut; 
elle  a  140  de  longueur.  Une  des  arêtes  issues  du  même  sommet  se  pro- 
jette horizontalement  suivant  une  droite  de  coefficient  angulaire  |. 

Représenter  le  solide  commun,  avec  son  ombre  propre. 

3.  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  le  rectangle  ABCD;  les  som- 
mets A  el  B  ont  pour  coordonnées  respectives  ( —  100,75,0)  el  (100, 5, o); 
le  sommet  C  du  côté  BG  a  pour  abscisse  140.  Sur  le  grand  axe  de  ce 
rectangle,  on  prend  un  segment  t^' ayant  pour  milieu  le  centre  du  rec- 
tangle et  pour  longueur  1/40;  on  considère,  dans  l'espace,  le  segment  EF 
horizontal,  projeté  horizontalement  en  ef  et  de  cote  100.  Les  triangles 
EÂD,  FBC,  les  trapèzes  ABFE,  DEFG  el  le  rectangle  ABGD  limitent  un 
solide  S. 

On  donne  ensuite  les  deux  jjoints  G(—  .>o,  100,40)  et  H(—  1 10,120,60) 
el  l'on   considère   un   cube   admettant  Gli   pour  arêlC;  le  plan  diagonal 
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contenanl  celle  arête  étant  supposé  vertical  et  G   étant  le  sommet  le  plus 
rapproché  du  plan  horizontal. 

Représenter  l'ensemble  des  deux  solides. 

V.  Un  tétraèdre  régulier  ABCD  a  ses  deu\  arêtes  opposées  AG  et  BD 
liori/.ontales.  Son  centre  G  a  pour  coordonnées  ( — 90,iio,i5o).  L'arête 
la  plus  basse  BD  a  une  projection  horizontale  de  coefficient  angulaire  0,7. 
l^lle  a  pour  longueur  \-o. 

Dans  le  plan  horizontal,  un  carré  a  pour  centre  le  point  1(70,110,0) 
et  pour  sommet  le  point  lîl(3o,3o,o).  Il  sert  de  base  à  une  pyramide  dont 
le  sommet  se  trouve  sur  la  droite  IG  et  a  pour  cote  200. 

Représenter  le  solide  commun. 

o.  Un  triangle  é<(uilatéral  du  plan  horizontal  a  pour  centre  le  point 
<^i  (8o,i4o,o)  et  pour  sommet  le  point  A(8o,6o,o).  11  est  la  base  d'une 
pyramide  dont  le  sommet  a  pour  coordonnées  ( — 20,40,120). 

Un  hexagone  régulier,  de  côté  60,  se  trouve  également  dans  le 
plan  horizontal  et  a  pour  centre  le  point  ( — 8o,i4o,o)o  Une  de  ses 
diagonales  a  pour  angle  polaire — 4^°  par  rapport  à  Ou\  Cet  hexa- 
gone sert  de  base  à  un  prisme,  dont  les  arêtes  ont  pour  angle  polaire 
—  So"  en  projection  horizontale  et  45°  en  projection  verticale  et  (jui  est 
limité  par  la  section  droite  dont  le  plan  passe  par  le  point  de  cote  i5o 
pris  sur  la  parallèle  aux  arêtes  menée  par  le  centre  de  l'hexagone. 

Représenter  l'ensemble  des  deux  solides. 

6.  Deux  poutres  idenli((ues  ont  pour  section  droite  un  carré  de 
côté  120,  dont  on  a  enlevé,  aux  quatre  angles,  de  petits  triangles  rec- 
tangles isoscèles  d'hypoténuse  égale  à  3o.  Ces  deux  poutres  sont  placées 
de  manière  que  la  perpendiculaire  commune  AB  à  leurs  axes  soit  verti- 
cale, le  pied  A  le  moins  élevé  ayant  pour  coordonnées  (0,120,90).  De 
plus,  ces  axes  sont  inclinés  à  45°  sur  la  ligne  de   terre.  Enfin,  AB  =  Go. 

Représenter  la  poutre  inférieure  enlaillte  par  l'autre. 

7.  Une  cathédrale  est  constituée  de  la  manière  suivante  : 

1°  Un  parallélépipède  rectangle  P,  dont  la  base  ABCD  a  pour  lon- 
gueui-  i()o  cl  pour  largeur  60;  le  grand  axe  l'.P  a  pour  azimut  lo.b",  le 
Nord  étant  dirigé  suivant  Oj'  et  l'Est  suivant  O  v;  le  sommet  A  le  plus 
à  rOuest  se  trouve  en  O.  La  hauteur  tie  1*  est  70. 

2"  Un  prisme  droit  (^),  à  base  triangulaire  isoscêle,  dont  la  plus  petite 
face  a  pour  largeur  3o  et  repose  sur  la  face  supérieure  de  I*,  de  telle 
manière  que  l'arête  opposée  se  projette  horizontalement  en  ICF,  sa  cote 
étant,  pai'  ailleurs,  1  10. 
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3°  Deux  tours  verticales  identiques,  ayant  la  forme  de  prismes  droits, 
dont  les  bases  sont  des  Ctirrës  ayant  pour  centres  les  sommets  C  et  D  le 
plus  à  l'Est  et  le  plus  au  Sud  et  ayant  leurs  côtés  parallèles  à  ceux  du 
rectangle  ABCD  et  de  longueur  3o.  La  hauteur  de  chaque  tour  est  no. 

4°  Deux  flèches  déforme  pyramidale,  de  hauteur  no  et  admettant 
pour  ba^es  les  bases  supérieures  des  deux  tours. 

Représenter  les  deux  projections  de  la  cathédrale,  ainsi  (|ue  son 
ombre  propre  et  son  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal,  on  la  suppo- 
sant éclairée  par  le  soleil,  à  midi,  la  hauteur  de  ce  dernier  au-dessus  de 
l'horizon  étant  égale  à  60°, 
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CÔNES    ET    CYLINDRES 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.  Un  cercle  a  pour  centre  le  point  (o,  o').  Son  plan  est  déterminé 
par  riiorizontale  {o/i,o'/i')  et  la  frontale  {of,  (>'/').  On  donne  son 
rayon  R.  Un  cône  a  pour  base  ce  cercle  et  le  point  (.?,  s')  pour 
sommet. 

1°  Construire  son  contour  apparent  horizontal. 

2°  Construire  la  projection  horizontale  d'un  de  ses  points,  connais- 
sant sa  projection  verticale  m'  {Jig.  4). 

1°  Pour  construire  le  contour  apparent  liorizontal,  nous  appliquons 
la  méthode  générale  du  n°  23.  Nous  prenons  la  trace  sur  le  plan  de  base 
de  la  verticale  du  sommet,  en  coupant  par  le  plan  de  front  auxiliaire  sa\ 
nous  obtenons  ainsi  le  point  (cr.  i').  Il  faut  ensuite  mener  de  ce  point 
les  tangentes  au  cercle  de  base.  A  cet  elTet,  nous  rabattons  le  plan  de 
base  autour  de  Fhorizonlale  (/<,  h').  Le  cercle  se  rabat,  en  vraie  gran- 
deur, suivant  le  cercle  Gj.  Le  point  {i,  7')  se  rabat  en  <7,,  construit,  sui- 
vant la  règle  classique,  au  moyen  du  triangle  rectangle  76c.  De  c,,  nous 
menons  les  tangentes  a, (/]  et  ai^i  au  cercle  Ci.  Nous  relevons  ces  tan- 
gentes en  >7d  et  (ye.  (Pour  la  première,  on  a  utilisé  le  point  de  rencontre 
gi  avec  le  rabattement  /,  de  /",  lequel  rabattement  est  parallèle  à  aa^. 
Pour  la  deuxième,  on  a  utilisé  le  point  de  rencontre  i  avec  la  charnière.) 
Kn  joignant  sd  et  se,  on  a  les  projections  horizontales  des  contours  appa- 
rents demandés.  Si  Ion  tient  à  avoir  leurs  projections  verticales,  il 
suffit  de  relever  d  en  d'  sur  1'  n'  et  e  en  e'  sur  a' i\  puis  de  joindre  s' d 
et  s'e'. 

2»  Il  s'agit  de  construire  l'intersection  du  cône  avec  la  droite  de  bout 
du  point  ni' .  A  cet  eflfet,  nous  coupons  par  le  plan  passant  par  celle 
droite  de  bout  et  par  le  sommet  (v,  s').  Ce  plan  coupe  le  plan  de  base 
suivant  la  droite  projetée  horizontalement  en  jk.  Il  faut  prendre 
l'inlersection  de  celle  droite  avec  le  cercle  de  base,  ce  qui  se  fait  par 
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riiilermédiaire  du  rabattement  /A,,  qui  coupe  C,  aux  deux  points  /,,  //,. 
relevés  en   /  et  n.   En  joignant  .v/ et  5/<,  on  obtient  les  projections  liori- 


Fig.  4. 


zontales  des  génératrices  d'intersection  du  cône  avec  le  plan  de  bout^'w'. 
La  ligne  de  rappel  du  point  m'  coupe  ces  deux  projections  en  rn^  et  ni^. 
qui  sont  les  projections  horizontales  des  deux  points  du  cùne  projetés 
verticalement  en  ni . 


2.   in  cône  a  pour  sommet  le  point   S( — 8,    19,  68)  et  pour  hase. 
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dans  le  plan  horizontal,  itn  cercle  de  rayon  27  et  de  centre  «(o,  63, o). 
Un  disque  circulaire  opaque,  de  rayon  17,  a  pour  centre  le  point 
0( — 24,  72,  56).  Le  tout  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  à  45°. 
Représenter  le  système,  avec  ses  ombres,  ainsi  que  les  ombres  portées 
sur  les  plans  de  projection  {fig.  5). 

Contours  apparents  du  cône.  —  Le  contour  apparent  horizontal  est 
constitué  par  les  génératrices  sa,  sb  tangentes,  en  projection  horizontale, 
au  cercle  de  base  (n°  23).  Le  conlour  apparent  vertical  est  constitué  par 
les  génératrices  s' c' ,  s' d' ,  qui  aboutissent  aux  points  (c,  c')  et  {d,  d')  du 
cercle  de  base  où  la  tangente  est  de  bout. 

Ombre  propre  du  cône.  —  Par  le  sommet  S,  menons  la  parallèle 
(.yc,  s'c')  aux  rayons  lumineux  et  construisons  sa  trace  horizontale  7. 
Par  cette  trace,  menons  les  tangentes  ne  et  af  au  cercle  de  base.  Les 
génératrices  d'ombre  propre  aboutissent  aux  points  de  contact.  La  géné- 
ratrice {sf,  s'/')  est  vue  dans  les  deux  projections;  l'autre  n'est  vue  dans 
aucune  et  n'a  pas  été  tracée. 

Ombres  portées  sur  les  plans  de  projection.  —  Les  plans  tangents  au 
cône  parallèles  aux  rayons  lumineux  sont  déterminés  par  la  droite 
(sa,  s'a')  et  par  les  tangentes  ae  et  cr/.  Ces  dernières  délimitent  l'ombre 
portée  par  le  cône  sur  le  plan  horizontal;  mais,  elles  doivent  être 
arrêtées  en  s  et  9  sur  la  ligne  de  terre.  Bien  entendu,  on  n'a  couvert 
de  hachures  (|ue  la  partie  Je  cette  ombre  portée  qui  est  extérieure  au 
contour  apparent  horizontal  du  cône. 

En  joignant  £  et  9  à  la  trace  verticale  a',  de  S7,  on  obtient  les  deux 
segments  ((ui  délimitent  l'ombre  portée  sur  le  plan  vertical. 

L'ombre  portée  par  le  disque  sur  le  plan  horizontal  est  un  cercle  égal, 
ayant  pour  cenlre  la  trace  horizontale/)  de  la  parallèle  aux  rayons  lumi- 
neux menée  par  le  point  (o,  o').  Une  partie  seulement  de  ce  cercle, 
limitée  par  l'arc  g/i,  est  extérieure  à  l'ombre  portée  par  le  cône. 

Le  disque  ne  porte  pas  ombre  sur  le  plan  vertical. 

Ombre  portée  par  le  disque  sur  le  cône.  —  Cette  ombre  est  délimitée 
par  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  du  cylindre  parallèle  aux  rayons 
lumineux  ayant  pour  base  le  disque  ou  bien  encore  le  cercle  (/>)  du  plan 
horizontal.  Pour  construire  cette  courbe,  nous  appliquons  la  méthode 
générale  du  n"  2ÎL  Les  traces  horizontales  des  plans  auxiliaires  passent 
par  le  point  c. 

Avant  d'aller  plus  loin,  observons  que  les  génératrices  du  cône  qui 
aboutissent  à  l'arc  t'c/*  de  la  base  doivent  seules  être  prises  en  considc- 
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lalion  dans  la  conslruclion  de  rinterseclion  ;  les  autres  sont,  en  effet, 
déjà  dans  l'ombre  propre  du  cône  et  ne  peuvent  donner  aucun  point  de 
la  courbe  limilanl  rombre  portée  par  le  disque. 

Il  V  a  deux  plans  limites  :  o ligf,  limite  pour  le  c«me,  et  7m,  limite  pour 
le  cylindre.  Le  premier  donne  les  points  (i,  i')  et  (5,  5'),  où  la  courbe 
est  tan;iente  aux.  génératrices  du  cvlindre  (n"  7).  Le  deuxième  donne  le 
point  (3,  3');  la  tangente  en  ce  point  est  la  génératrice  du  cône;  elle  est 
sensiblement  confondue  avec  une  génératrice  de  contour  apparent  ver- 
tical et  Ton  n'a  pas  tracé  sa  projection  verticale. 

Pour  avoir  des  points  dans  les  régions  insuffisamment  guidées  de  la 
courbe,  on  a  coupé  par  le  plan  auxiliaire  17/r/^/,  qui  passe  par  le  centre  de 
similitude  interne  q  des  deux  bases.  Les  génératrices  du  cône  et  du 
cvlindre,  aboutissant  respectivement  aux  points  homologues  /et  /.",  don- 
nent le  point  (4,  4  ))  où  la  tangente  est  horizontale  et  parallèle  à  la 
tangente  Im  au  cercle  de  base  du  cône.  Le  point  4'  est  le  point  le  plus 
haut  de  la  projection  verticale  (n°  32). 

Le  même  plan  auxiliaire  nous  donne  le  point  (2,  2').  sur  la  généra- 
trice du  cylindre  issue  du  point  /.  Ce  point  peut  être  considéré  comme 
un  point  courant.  La  tangente  (2/,  2'/')  est  obtenue  par  rinterseclion 
des  plans  tangents,  dont  les  traces  horizontales  sont  les  tangentes  Ini 
et  Jr  aux  bases.  Ces  traces  ne  se  rencontrant  pas  dans  les  limites  de 
l'épure,  on  a  utilisé  le  plan  auxiliaire  a/,  dont  la  trace  horizontale  ren- 
contre les  traces  des  plans  tangents  en  ni  et  r.  En  joignant  sm^  menant 
par  /•  la  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  et  prenant  l'intersection 
de  ces  deux  droites,  on  obtient  un  point  /  de  la  tangente  cherchée,  qui 
se  rappelle  en  /',  sur  l't'. 

Pour  augmenter  la  précision  du  tracé,  on  a  encore  coupé  pirdeux 
autres  plans  auxiliaires,  qui  ont  donné  les  ([ualre  points  marqués  sans 
numéro.  Les  constructions  nont  pas  été  reproduites,  afin  de  ne  pas 
embrouiller  l'épure. 

Four  opérer  la  jonction,  on  a  suivi  la  marche  indicjuée  au  n°  31. 
Parlant  des  points  f  et  g  sur  les  deux  bases  cl,  par  conséquent,  du 
point  I  sur  la  courbe,  on  marche  dans  le  sens  des  aiguilles  dune  montre 
sur  chaque  base.  On  rencontre  les  points  /,  y,  qui  donnent  le  point  (2,  2'), 
puis  les  points  «,  /',  qui  donnent  (3,  3),  On  est  alors  arrivé  à  un  plan  limite 
et  l'on  doit  rebrousser  chemin  sur  la  base  du  cône  ;  on  rencontre  les  points 
/,  /.,  qui  donnent  (4,  4')  et  enfin  les  points/,  //,  qui  donnent  (5,  5'). 

La  ponctuation  et  le  tracé  des  hachures  ne  donnent  lieu  à  aucune 
difficulté. 

3.    ( hi  donne  deur  cilnes,  ayanl  pour  soni/nels  ri'spcctifs  S  et  S|  »/ 
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pour  bases  des  cercles  du  plan  horizontal,  de  centres  respectifs  o  et  o^. 
Construire  une  de  leurs  normales  communes  {Jig.  6). 

Appliquons  la  méthode  du  n"  24.  Il  faut  d'abord  mener  aux  deux 
cônes  des  plans  tangents  parallèles.  A  cet  eflet,  nous  transportons  le 
cône  Si   parallèlement  à  lui-même,  en  amenant  son  sommet  en  S.  Pour 

Fig.  6. 


construire  sa  nouvelle  base,  nous  remarquons  que  les  deux  positions  du 
cône  peuvent  être  considérées  comme  homothétiques  par  rapport  à  la 
trace  horizontale  //  de  la  droite  SS,  ;  d'où  il  résulte  que  la  nouvelle  base 
est  homothétique  de  l'ancienne  par  rapport  à  ce  point,  le  rapport  d'ho- 
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llg  ... 

mothélie  étant -7 Le  nouveau  centre  o.,  est  à  rinterseclion  de  /lOi  et  de 

/iSi 

la  parallèle  à  5,01  menée  par  s.  Pour  avoir  le  nouveau  rayon,  on  a 
construit  l'homologue  d'un  des  points  de  rencontre  de  .ç,Oi  avec  Tan- 
cienne  l)a.se. 

Le  cercle  O2  étant  tracé,  menons  une  tanjiente  commune  aa^  aux  cer- 
cles o  et  O2;  puis,  prenons  l'iiomologue  (ii  du  point  de  contact  a^  et 
menons  la  tangente  r/jf,  en  ce  point.  Les  plans  Sa«2  et  S,aif,  sont  deux 
plans  tangents  parallèles.  Il  ne  reste  plus  quà  mener  la  perpendiculaire 
commune  aux  deux  génératrices  de  contact  Sa  et  S,  «7,.  La  direction  de 
cette  perpendiculaire  commune  est  d'ailleurs  la  perpendiculaire  au  plan 
langent  Sia]/,,  par  exemple.  Menons  cette  perpendiculaire  par  un  point 
de  S,*"/,,  par  exemple  par  «,.  Sa  projection  horizontale  est  perpendicu- 
laire à  l'horizontale  Oity]  c'est  le  rayon  OiO^d.  Pour  avoir  la  projection 
verticale,  nous  déterminons  une  frontale  (vi^,  s,  Z>')  du  plan  tangent  et 
nous  menons  a\d  perpendiculaire  à  s\b'.  Nous  prenons  ensuite  l'inter- 
section du  plan  S,A,D  avec  la  génératrice  SA,  en  coupant  par  le  plan 
projetant  horizontalement  cette  droite.  IS'ous  obtenons  ainsi  le  point 
{/,/'),  qni  est  le  pied  de  la  normale  commune  sur  le  cône  S.  Menant 
par  ce  point  la  parallèle  à  [d,  d'),  nous  avons  la  normale  elle-même  et 
son  point  de  rencontre  (ir,  ,.?')  avec  (.^if/,,  s\a\)  est  le  pied  sur  le 
deuxième  cône. 

k.  Un  cane  a  pour  base  an  cercle  (C)  dans  le  plan  horizontal.  Son 
sommet  S  a  sa  projection  horizontale  s  sur  ce  cercle.  On  donne, 
d'autre  part,  une  droite  (D.  D' j  et  l'on  demande  de  mener,  par  cette 
droite,  un  plan  coupant  le  cône  suivant  une  courbe  projetée  horizon- 
talement suivant  une  hyperbole  équihitcre.  Construire  les  deux  pro- 
jections de  cette  courbe,  en  limitant  le  cône  à  son  somuiet  et  à  sa 
base  {fi g.  7). 

Si  l'on  mène,  par  le  sommet  S,  un  plan  Q  parallèle  au  plan  P  cherché, 
ce  plan  doit  couper  le  cône  suivant  deux  génératrices  projetées  horizon- 
talement suivant  deux  droites  rectangulaires,  puisque  ces  deux  droites 
sont  les  directions  asymj)lotiques  de  la  |)rojection  horizontale  de  la 
section  par  le  plan  I*  (11°  20).  Pour  avoir  ces  deux  génératrices,  on  doit 
prendre  l'intersection  de  la  base  avec  la  trace  horizontale  deQ  et  joindre 
les  deux  ])oints  obtenus  />,  e,  au  sommet  S.  Les  deux  droites  sh  et  se 
doivent  être  rectangulaires;  comme  s  est  sur  le  cercle  (G),  la  droite  be 
doit  être  un  diamètre  de  ce  cercle.  D'autre  part,  elle  doit  évidemment 
passer  par  la  trace  horizontale  a  de  la  parallèle  à  (D,  D')  menée  par  S. 
(]'esl  donc  la  droite  ac.  Si  nous  menons  maintenant  la  parallèle  à  celle 
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droite  par  la  trace  horizontale  /  de  (D,  D'),  nous  obtenons  la  trace  hori- 
zontale du  plan  P,  qui  est,  dès  lors,  déterminé.  - 


Fis.  -. 


'J't 


Il  s'agit  maintenant  de  construire   la   section    du   cône  par  ce   plan. 
Commençons  par  clierciier  ses  asymptotes.  Ce  sont  les  intersections  du 
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plan  P  avec  les  plans  langenls  au  cùne  le  long  des  génératrices  S 6,  Se. 
Les  traces  horizontales  de  ces  plans  langenls  sont  les  tangenles  en  6  et  e 
au  cercle  (C);  elles  rencontrent  la  trace  horizontale  de  (P)  aux  deux 
points  i  et  /.  En  menant,  par  ces  points,  les  ])arallèles  io  à  bs  el  Jo  à  es, 
on  a  les  asymptotes  de  la  projection  horizontale.  Le  point  o  en  est  le 
centre.  Remarquons,  d'ailleurs,  que  le  centre  O  de  la  section  dans 
Tespace  se  trouve  sur  le  diamètre  conjugué  du  plan  Q.  Or,  ce  diamètre 
passe  par  le  pôle  de  be  par  ra])port  au  cercle  (C)  (t.  IL  n°  kS't-).  Mais, 
ce  pôle  est  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  be.  Il  suit  de  là 
que  le  diamètre  SO  est  une  horizontale  perpendiculaire  à  be.  Il  est  ai>é 
de  vérifier,  par  la  Géométrie  élémentaire,  que  so  est  eflfectivement  per- 
pendiculaire à  bc,  en  remarquant  simplement  que  le  triangle  oij  se  déduit 
du  triangle  sbe  par  la  translation  bi.  Nous  avons  maintenant  la  projection 
verticale  o'  du  centre,  en  menant  une  ligne  de  rappel  jusqu'à  la  parallèle 
à  la  ligne  de  terre  menée  par  s'.  En  joignant  o' i'  et  o'j',  on  a  les  asymp- 
totes de  la  projection  verticale.  (Comme  vérification,  elles  doivent  être 
parallèles  aux  projections  verticales  des  génératrices  S^,  Se,  projections 
non  construites  sur  la  figure.) 

Nous  avons  immédiatement  deux  ])oints  de  la  section  en  g,  h.  à  la 
rencontre  du  cercle  (C)  avec  la  trace  horizontale  de  (P).  Ces  points  se 
rappellent  en  g\  li' ,  sur  la  ligne  de  terre.  Nous  avons  construit  la  tan- 
gente en  g,  en  utilisant  les  asymptotes  {cf.  t.  11,  n°  541;  gk  :=:  go).  En 
prenant  l'intersection  de  cette  tangente  avec  le  diamètre  ol  conjugué  de 
gli,  nous  avons  le  pôle  m  de  g/i.  En  joignant  mh,  nous  avons  la  tangente 
en  h.  Le  point  m  se  rappelle  verticalement,  en  ni' ^  sur  o' i \  m' g'  el  ni' h' 
sont  les  tangentes,  en  g'  et  A',  à  la  projection  verticale. 

On  a  maintenant  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  consliuire,  par 
points,  les  deux  projections  (n°1/i.I).  Indiquons  to-ulefois  la  conslruclion 
de  quelques  autres  points  remarquables. 

Cherchons  le  sommet  de  la  projection  horizontale.  L'axe  est  la  bissec- 
trice de  l'angle  ioj.  Il  faut  prendre  l'intersection  du  cône  avec  la  droite 
du  plan  (P)  projetée  horizontalement  suivant  celte  bissectrice.  Celle 
droite  a  pour  trace  horizontale  le  point  //,  situé  sur//;  elle  passe,  d'autre 
part,  par  le  poinl  {o,o')\  cela  suffit  à  la  déterminer.  Nous  cou])Oiis 
maintenant  le  cône  par  le  plan  contenanl  celle  droite  et  le  sommet  S  el 
nous  cherchons  la  trace  horizontale  de  ce  plan.  Cette  trace  passe  d'abord 
par  le  poinl  n\  en  outre,  elle  est  parallèle  à  so.  qui  est  une  horizontale 
du  plan;  nous  pou\ons  donc  In  Irncer.  Elle  rencontre  le  cercle  en  deux 
points,  dont  un  seul,  />,  donne  une  génératrice  rencontrant  on.  en  q.  sur 
la  nappe  intéressante  du  cône.  Ce  poinl  ij  est  le  sommet  do  la  brandie 
fl'hyperbole  que  nous  avons  à  construire. 
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Cherchons  maintenant  le  point  le  plus  haut  de  la  projection  verticale. 
Il  se  trouve  d'abord  sur  le  diamètre  conjugué  o' L'  des  cordes  horizon- 
tales. En  outre,  le  plan  tangent  en  ce  point  au  cône  doit  avoir  une  trace 
horizontale  parallèle  à  gh;  comme  cette  trace  doit  être  tangente  au 
cercle,  son  point  de  contact  doit  être  sur  le  diamètre  cl  perpendiculaire 
à  gh\  l'extrémité  v  de  ce  diamètre  seule  convient;  elle  se  rappelle  en  c' 
sur  xy.  En  joignant  5' r'  et  prenant  son  intersection  avec  o'  l\  on  a  le 
point  w'  cherché.  En  projection  horizontale,  yc  rencontre,  de  même,  ol 
en  (ï',  où  la  tangente  est  parallèle  à  gh. 

Le  point  s  appartient  évidemment  à  la  projection  horizontale  de 
l'hyperbole,  le  point  correspondant  de  l'espace  étant  l'intersection  du 
plan  (P)  avec  la  génératrice  verticale  du  cône.  La  projection  verticale/' 
de  ce  point  a  été  obtenue  en  coupant  (P)  par  le  plan  vertical  de  trace  50; 
l'intersection  passe  par  le  point  {u,  u'),  qui  est  sa  trace  horizontale  et 
par  le  point  (0,  o').  La  droite  o' u'  coupe  s.s'  au  point  /!.  La  tangente  en  s 
est  la  tangente  sf  au  cercle,  car  le  plan  tangent  au  cône  en  R  est  vertical. 
En  prenant  son  intersection  /  avec  g/i  et  rappelant,  en  t',  sur  xy,  on  a 
la  tangente  t'  r'  en  /•'. 

Cherchons  enfin  le  point  sur  le  contour  apparent  vertical.  Coupons  le 
plan  (P)  par  le  plan  SaS.  La  trace  horizontale  de  l'intersection  est  le 
point  y  où  a3  rencontre  gh.  En  utilisant,  de  même,  le  plan  horizontal 
auxiliaire  s'a',  on  obtient  le  point  ô  (sd  parallèle  à  ap  et  00  parallèle 
à  gh).  La  droite  yo  rencontre  sy.  au  point  £,  qui  se  rappelle  verticalement 
au  point  î'  cherché,  sur  s' oc' . 

Les  points  et  tangentes  obtenus  dans  les  deu\  projections  suffisent 
amplement  pour  construire  les  deux  branches  d'hyperboles. 

En  projection  horizontale,  tout  est  vu.  En  projection  verticale,  le 
point /i'  est  caché;  il  en  est  donc  de  même  de  l'arc  h'-',  l'arc  s' g'  étant, 
au  contraire,  vu. 

3.  Un  -cylindre  a  pour  base  un  cercle  (C)  dans  le  plan  vertical. 
Construire  une  de  ses  sections  droites  et  le  représenter,  en  le  limitant 
à  cette  section  et  à  sa  base  {fig.  8). 

Prenons  le  point  {OiO')  sur  l'axe  du  cylindre  et  menons,  par  ce  point, 
un  plan  (P)  perpendiculaire  aux  génératrices,  au  moyen  de  l'horizon- 
tale {h,  h')  et  de  la  frontale  (/,/').  C'est  ce  plan  que  nous  prenons 
comme  plan  de  section  droite. 

Le  plan  de  bout  passant  par  l'axe  du  cylindre  est  évidemment  un  plan 
de  symétrie;  il  en  résulte  que  son  intersection  avec  le  plan  (  P)  est  un 
axe  de  la  section  droite.  Le  deuxième  axe  est  perpendiculaire  au  premier; 
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c''est  donc  la  fronlale  {/.,/')■  Ces  deux  axes  se  projeltent  verticalement 
suivant  les  axes  de  la  projection  verticale  de  la  section,  car  ils  demeurent 
à  la  fois  diamètres  conjugués  et  rectangulaires.  (On  peut  aussi  remarquer 
que  la  droite  c'o'  est  un  axe  de  symétrie  de  la  projection  verticale.) 

Fie.  S. 


->^rf 


'/l 


Les  extrémités  de  Taxe  de  front  ne  sont  autres  que  les  points  (a,  a') 
et  (6,  b')  situés  sur  le  contour  apparent  vertical.  La  tangtMite  en  6  à  la 
projection  horizontale  est  la  projection  hori/.ontalo  bd  i\e  rinlersection 
du  plan  (P)  avec  le  plan  tangent  de  bout,  de  trace  verticale  />>/'. 

Pour  avoir  les  «'xlréniilés  de  Tautre  axe,  coupons  par  le  plan  de  bout 
qui  le  contient.  Dans  le  plan  (P),  nous  obtenons  une  droite  qiri  passe 
par  O  et  qui  est  parallèle  à  la  tangente  {bd,  b'd'),  Elle  rencontre,  ]>ar 
exemple,  la  génératrice  issue  du  point  (/,  /')  au  point  (e,  e'),  qui  est  un 
des  sommets  cherchés;  l'aulre  sommet  (;,',  g')  s'en  déduit  [)ar  svmélrie. 
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En  projection  hori/.ontale,  ab  et  eg  sont  deux  diamètres  conjugués. 
On  pourrait  en  déduire  les  axes  par  la  construction  classique  (n"  142). 
Mais,  cela  n'a  pas  d'utilité  pratique. 

Cherchons  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal.  On  obtient 
le  point  /??,  en  coupant  par  le  plan  projetant  verticalement  la  génératrice 
issue  du  point  (y,  y');  l'intersection  avec  le  plan  (P)  est  une  droite  dont 
la  projection  horizontale  km  est  parallèle  à  bd  et  rencontre  la  projection 
horizontale  de  la  génératrice  au  point  m.  Par  symétrie  par  rapport  à  o, 
on  obtient  ii. 

En  portant  kpz= — km,  on  obtient  un  autre  point  de  la  projection 
horizontale,  la  tangente  en  ce  point  étant /)^,  puisque  oA"  est  diamètre 
conjugué  de  ink.  De  même,  on  déduit  q  de  n,  avec  la  tangente  qs. 

Nous  avons  maintenant  assez  de  points  et  de  tangentes  pour  tracer  la 
projection  horizontale.  Quant  à  la  projection  verticale,  elle  a  été  tracée 
par  le  procédé  de  la  bande  de  papier. 

La  ponctuation  ne  présente  aucune  difficulté;  la  demi-ellipse  men  est 
seule  cachée,  en  projection  horizontale;  on  le  voit,  par  exemple,  en  cou- 
pant mentalement  le  cylindre  par  la  verticale  du  point  e;  on  trouve  un 
point  d'intersection  au-de.ssus  du  point  (e,  e'). 

6.  Un  cylindre  (G)  a  pour  base  tin  cercle  dans  le  plan  vertical;  ses 
génératrices  sont  horizontales.  Un  deuxième  cylindre  (C,)  a  pour 
base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal:  ses  génératrices  sont  de  front. 
Représenter  le  second  cylindre  entaillé  par  le  premier  {fig-  9). 

Les  plans  auxiliaires  sont  parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylin- 
dres; leurs  traces  horizontales  sont  donc  parallèles  aux  projections 
horizontales  des  génératrices  de  (C)  et  leurs  traces  verticales  sont  paral- 
lèles aux  projections  verticales  des  génératrices  de  (Ci). 

Plans  limites.  —  '1  y  a  deux  plans  limites  :  a' y.a^a-i  et  b''^byb.i.  Ils 
sont  tous  deux  limites  pour  (C);  on  peut  donc  prévoir  qu'il  y  aura  péné- 
tration de  (C)  dans  (Cj).  Les  génératrices  issues  des  points  a'  et  r/,,  par 
exemple,  se  rencontrent  en  un  point  projeté  verticalement  en  5'  et  rap- 
pelé horizontalement  en  5  sur  la  projection  horizontale  de  la  génératrice 
de  (C,).  D'après  le  théorème  des  surfaces  limites,  la  tangente  en  ce 
point  est  la  génératrice  de  (Ci).  On  a  de  même  les  points  (i3,  i3')^ 
(',  i'),  (9.9'). 

Points  sur  les  contours  apparents. —  Le  contour  apparent  horizontal 
de  (C)  est  constitué  par  les  génératrices  issues  des  points  i'  et  h',  où  la 
tangente  à  la  base  est  verticale.  Les  plans  auxiliaires  i'r^g^g-i  et  h' rs^fxt\ 
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donnent  les  points  (6,  6'),  (1/4,  '4')  et  (2,  2'),  (10,  10'),  obtenus  chacun 
en  projection  horizontale,  puis  rappelés  verticalenient  sur  i' k' . 

On  construit,  d'une  manière  analogue,  au  moyen  des  plans  auxiliaires 
dioe'd'  et  e^sg'/',  les  points  (7,  7'),  (3,  3')  et  (11,  11'),  (i5,  i5')  du 
contour  apparent  horizontal  de  (Cj)  et,  au  moyen  des  plans  auxiliaires 
f'ihji.  et  A'diii^,  les  points  (4,  4'),  (12,  12')  et'  (8,  8'),  (16,  16')  du 
contour  apparent  vertical  de  (C).  Quant  aux  génératrices  de  contour 
apparent  vertical  de  (C,),  elles  sont  en  dehors  de  linlervalle  des  plans 
limites  et  ne  rencontrent  pas  la  courbe. 

Considérons,  par  exemple,  le  point  (i5,  i5').  Sa  projection  horizon- 
tale seule  nous  intéresse,  en  tant  que  point  remarquable.  Toutefois, 
nous  avons  construit  sa  projection  verticale,  afin  d'avoir,  un  point  de 
plus  dans  cette  projection.  La  tangente  au  point  i5  est  la  génératrice 
e,i5  de  contour  apparent  horizontal  (n''2).  La  tangente  au  point  i5' 
s'obtient  en  considérant  ce  point  comme  un  point  courant,  c  est-à-dire 
en  prenant  l'interseclion  des  plans  tangents.  Or,  le  plan  tangent  à  (C,) 
est  de  front;  la  tangente  en  i5'  est  donc  parallèle  à  la  trace  verticale  du 
plan  tangent  à  (C),  c'est-à-dire  à  la  tangente  en  g'  à  la  base.  (Jn  a,  de 
même,  construit  les  tangentes  aux  points  11',  3',  7'  et  aux  points  4,  12? 
8,  i6;  mais,  elles  n'ont  pas  été  reproduites  sur  la  figure. 

Jonction  des  points.  —  On  a  maintenant  suffisamment  de  points  pour 
tracer  la  courbe.  Pour  efTectuer  leur  jonction,  partons  de  b'  et  de  Aj. 
c'est-à-dire  du  point  (i,  i').  Parcourons,  par  exemple,  la  base  de  (C) 
dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre  et  nécessairement  aussi  la  base 
de  (Cl),  puisque  le  sens  inverse  nous  est  interdit  par  le  plan  limite.  \ous 
rencontrons  successivement  les  points  2,  3,  4)  5.  Arrivés  au  point  5, 
nous  sommes  en  Oy  sur  la  base  de  (Ci)  et  nous  rencontrons  un  plan 
limite;  il  nous  faut  rebrousser  chemin  sur  cette  base,  en  continuant,  au 
contraire,  à  parcourir  (C)  dans  le  même  sens.  Nous  rencontrons  alors 
les  points  6,  7,  8  et  revenons  au  point  i  ;  nous  venons  d'obtenir  une  pre- 
mière courbe  fermée.  Mais,  il  nous  reste  encore  des  points. 

Parlons  alors  du  point  (9,  9'),  c'est-à-dire  de  0'  et  de  b^.  Tournons 
toujours  dans  le  même  sens  sur  (C)  et  nécessairement  dans  le  sens 
inverse  sur  (C^,).  Nous  rencontrons  10,  11,  12,  i3;  puis,  nous  rebroussons 
chemin  sur(C|);  nous  rencontrons  i4,  ii>,  16  et  revenons  au  point  9,  en 
fermant  une  deuxième  courbe- 
Nous  avons  maintenant  épuisé  tous  les  points  cl  nous  avons  tracé 
l'intersection  complèlo.  On  voit  bien  ([u'/Z  y  <i  pcnct/ation ,  ain^i  que 
nous  l'avions  prévu. 

/Agnes  des  points  doubles  apparents.  —  L'épure  montre  quil  y  a  deux 


CONES   ET   CYLINDRES. 


a7 


points  doubles  apparents  dans  chaque  projection  (n"  8).  l'^n  projection 
verticale,  ils  doivent  se  trouver  sur  la  projection  verticale  de  Tintersec- 
tion  des  plan  diamétraux  conjugués  des  cordes  de  bout,  c'est-à-dire  des 
plans  contenant  les  contours  apparents  verticaux. 

Pour  le  premier  cyiindpe,  nous  avons  le  plan  vertical  /' /  16  et,  pour 

F'g-  9- 


A\£^ — ^ 


ï.    >    '        Xi         ,        1       11   ,  VA,     \    i' 


le  second,  nous  avons  le  plan  de  front  Ci /.  Ces  deux  plans  se  coupent 
suivant  la  verticale  {l,  i).  Les  points  doubles  apparents  /<',  p'  se 
trouvent  sur  /'.  On  construit,  d'une  manière  analogue,  la  ligne  des 
points  doubles  en  projection  horizontale,  qui  est  la  droite  de  bout  m. 
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Ponctuation.  —  Appliquons  les  règles  du  ii"  11.  II. 

Nous  commençons  par  ponctuer  la  courbe  sur  (C,).  En  projection 
horizontale.  le  point  5,  par  exemple,  est  sur  la  génératrice  vue  a,  5; 
donc,  il  est  vu,  ainsi  ([ue  tout  l'arc  S-^-S-ô-j.  L'arc  7-8-1-2-3  est,  an 
contraire,  caché.  Toutefois,  la  portion  ^7  de  cet  arc  redevient  vue  quand 
on  enlève  la  portion  de  (C,  )  intérieure  à  (C),  car  on  supprime  ainsi 
tous  les  points  de  (G,)  qui  étaient  situés  au-dessus  de  177.  De  même, 
l'arc  I  i-i9.-i3-i4-i5  est  vu  et  l'arc  1 5- 16-9-10-1 1  est  caché,  sauf  r  16-1 5, 
qyi  devient  vu  pour  la  même  raison  que  77. 

En  projection  verticale,  toute  la  boucle  qui  contient  9'  est  vue.  L'autre 
boucle  est,  au  contraire,  cachée;  toutefois,  l'arc  n' o' p'  devient  vu  quand 
on  enlève  (C). 

Les  segments  8-7  et  i  i-i5  du  contour  apparent  iiori/.onlal  de  (Ci  )  sont 
enlevés,  comme  intérieurs  à  (C).  Les  segments  2-10,  6-i4  du  contour 
apparent  horizontal  et  ^'-12',  8'-i6'  du  contour  apparent  vertical  de  (C) 
sont  seuls  conservés,  comme  intérieurs  à  (Ci);  ils  sont,  bien  entendu, 
cachés. 

7.  Un  cylindre  C  a  pour  base  le  cercle  (O)  du  plan  horizontal.  In 
cône,  de  sommet  {s,  s'),  a  pour  base  le  cercle  (Oi)  du  plan  /inrizontal. 
Construire  le  solide  commun  (Jig.  10). 

Par  le  sommet  du  cône,  menons  la  parallèle  aux  génératrices  du  cvlindre 
et  prenons  sa  trace  horizontale  <7.  Les  traces  horizontales  des  plans  auxi- 
liaires passent  toutes  par  ce  point. 

Plans  limitf'S.  —  On  obtint  leurs  traces  en  menant,  du  point  a,  les 
tangentes  aux  deux  bases.  L'une  de  ces  tangentes  aaai  est  commune  aux 
deux  cercles.  Le  plan  correspondant  est  donc  langent  à  la  fois  aux  deux 
cônes  et  le  point  (i,  i')  est  un  point  double  de  l'intersection.  l*our  avoir 
les  tangentes  en  ce  point,  on  a  appliqué  la  méthode  du  cône  d'erreur 
(n"  G).  Pour  que  la  construction  se  fasse  dans  les  limites  de  l'éfkure,  on 
a  cherché  la  base  de  ce  cône  dans  le  plan  horizontal  II'.  Ce  plan  coupe 
le  cylindre  et  le  cône  proposés  suivant  deux  cercles,  de  centres  respectifs 
(/?,  p')  et  iq,  q'),  sur  les  diamètres  conjugués  des  plans  horizontaux  par 
rapport  aux  deux  surfaces.  La  base  du  cône  d'erreur  est  une  conique 
passant  par  les  quatre  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles.  C'est  donc 
un  cercle  appartenant  à  leur  faisceau  et  avant,  par  conséquent,  son 
centre  sur  la  droite /^.y.  Pour  déterminer  ce  centre,  il  suffit  de  construire 
deux  points  du  cercle.  Or,  on  a  mené  le  plan  il  par  urj  point  (5,  5')  ullé- 
rieuiement  conslruil  de  l'interserlion  ;  le  point  5  est  donc  déjà  un  point 
du   cercle.   <  >i)   en  a  construit  un  second,  enjoignant  (i,  1  )   à  un  autre 
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point  (3.  3')  de  rinterseclion  et  en  prenant  la  trace  (r,  r' )  de  la  droite 
obtenue  sur  H'.  La  perpendiculaire  au  milieu  de  5/coupe/?^  au  centrer 
clierché.  La  base  du  cône  d'erreur  est,   dès  lors,  le  cercle  de  centre  c  et 


Fis. 


13U 


H-      n 


:■■::  /. 


— ,*/;'4--/--tt'- 


M^ 


1'  I     ^  ' 


commun  sui- 


de rayon  rr.  D'autre  part,  le  plan  II'  coupe  le  plan  langent  coi 
vant  la  droite  {nul.  n'ut'),  qui  rencontre  le  cercle  précédent  aux  poinls 
{t,  l')  et  («,  "').  Il  ne  reste  plus  qu'à  joindre  ces  points  au  point  (i.  i  ) 
pour  avoir  les  tangentes  au  point  double. 

Le  deuxième  plan  limite  a  pour  trace  horizontale  s/.y/.,.  H  est  limite 
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pour  le  cône  el  donne  les  deux  points  (6,  6')  et  (i/j,  i4');  'es  lanîjentes  en 
ces  points  sont  les  génératrices  (./6,  /'6')  et  {I:  \f\,  k'  \^')  du  cylindre,  en 
vertu  du  lliéorème  des  surfaces  limites  (n°  7). 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  Sur  le  contour  apparent  hori- 
zontal du  cylindre,  on  a  les  points  2  et  10  fournis  par  le  plan  auxiliaire 
(jbiibi,  (On  n'a  rappelé  verticalement  que  le  point  2,  en  2',  sur  la  pro- 
jection verticale  // 2'  de  la  génératrice  du  cylindre.)  Sur  le  contour  appa- 
rent liorizontal  du  cône,  on  a  les  points  9,  16,  5,  i3,  fournis  par  les  plans 
auxiliaires  (rfedi  et  ailigi  et  qui  ont  tous  été,  sauf  le  point  9,  rappelés 
verticalement  sur  les  génératrices  du  cylindre.  Sur  le  contour  apparent 
vertical  du  cylindre,  on  a  les  points  8'  et  4',  fournis  par  le  plan  auxiliaire 
(jgfxCx  el  dont  on  a  construit  d'abord  les  projections  horizontales  8  et  4- 
Enfin,  sur  le  contour  apparent  yertical  du  cône,  on  a  les  points  3',  12', 
7',  i5',  fournis  par  les  plans  auxiliaires  adccx  et  anil/ii  (')  ;  on  les  a  rap- 
pelés horizontalement  sur  les  génératrices  du  cylindre. 

Jonction  des  points.  —  Les  points  précédemment  obtenus  sont  suffi- 
samment nombreuv  pour  qu'on  puisse  facilement  en  opérer  la  jonction. 

Partons  du  point  double  (i,  i').  c'est-à-dire  des  points  a  et  «i  sur  les 
bases  :  et  décrivons  celles-ci  dans  le  sens  Irigonométrique.  \ous  rencon- 
trons successivement  les  points  b  et  ^,.  qui  donnent  (2,  2),  puis  c  et  C|, 
qui  donnent  (3.  3'),  puis  g  et  Cj,  qui  donnent  (4-  4  )>  puis  h  et  gi,  qui 
donnent  (5,  5'),  puis  /  et  /,,,  qui  donnent  (6,  6').  Nous  sommes  arrivés 
dans  un  plan  limite  pour  le  cône  et  nous  devons  rebiousser  chemin  sur 
la  base  du  cylindre,  tout  en  continuant  à  tourner  dans  le  même  sens  sur 
le  cône.  Nous  rencontrons  alors  /et  A,,  qui  donnent  (7,  7'),  puis^et  /",, 
qui  donnent  (8,  8'),  puis  eet  c?,,  qui  donnent  (9,  9)  (^  ),  puis  6  et  1,,  qui 
donnent  (10,  10'),  puis  a  et  a,,  qui  nous  ramènent  au  point  double,  avec 
le  n"  1 1 .  Nous  pouvons  continuer  à  tourner  dans  le  même  sens  sur  les 
deux  hases  et  nous  rencontrons  successixement  t/  et  c,.  qui  nous  donnent 
(12,  12'),  puis  <  et  ^1,  qui  nous  donnent  (  i3,  i3').  puis  A  et  /.,,  qui  nous 
donnent  (  i4,  i4')  î  nous  rebroussons  chemin  sur  le  cvlindrc  seulement  et 
rencontrons  m  et  A,,  qui  nous  donnent  (  i5,  i5').  puis/et</,,  qui  donnent 
(16.  16')  et  enfin  a  et  «,.  qui  nous  ramènent  au  point  de  départ,  avec  le 
mèma  sens  de  parcours  sur  les  deux  bases.  Nous  avons  maintenant  ren- 
contré tous  les  points  el  terminé  leur  jonction. 

Ponctuation.   —   Appliquons   les  règles  du    n"  11,  lli.    V.n    projection 

(')   Les  Iij;nc9  de  rappel  Hes  points  r  et  /  sont  pratii|ucmcnl  confondues. 
(')  F. es  points  <»'  el    lo'    n'onl   pas  él(?    inari|ués   .sur   la    ligure.   i|ui    eût  ct»5    trop 
confuse. 
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liorizonlale,  Parc  5-6-7-8-9  et,  en  projection  verticale,  l'arc  4'-5'-6'-7'  sont 
seuls  cachés  à  la  fois  sur  les  deu\  surfaces.  Des  contours  apparents,  il  ne 
reste  que  les  segments  2-10,  5-i3,  9-16,  en  projection  horizontale  et  les 
segments  ^'-S',  2'- 12',  7'-! 5',  en  projection  verticale. 

8.  O/i  donne  un  cercle  (O)  dans  le  plan  horizontal.  On  mène  les 
deux  tangentes  g  a  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  ab  inclinée  à  45° 
sur  cette  ligne.  Puis,  on  mène  bc  et  bd  respectivement  parallèle  et 
perpendiculaire  à  xy.  On  considère  l'ellipse  tangente  en  h  au  cercle, 
passant  par  c  et  d  et  tangente  à  a  a.  Un  cône  a  pour  base  ce  cercle  et 
son  sommet  S  se  projette  horizontalement  à  l'intersection  de  ao  et  de 
ac.  Un  deuxième  cône  a  pour  base  l'ellipse  ;  son  sommet  se  trouve  sur 
la  droite  {s<j,  s'  7').,  5,  se  trouvant  en  même  temps  sur  la  parallèle  à  ac 
menée  par  b.  Représenter  Vensemble  des  deux  cônes  {Jig-  i  1). 

Construction  de  l'ellipse.  —  Cherchons  d'abord  le  point  de  contact 
avec  !7a.  A  cet  effet,  appliquons  le  théorème  de  Desargues  (t.  Il,  n^.aOo) 
au  faisceau  déterminé  par  le  cercle  et  l'ellipse  et  à  la  droite  la.  Le  point 
de  contact  a  du  cercle  est  un  point  double  de  Tinvolution  ;  le  point  e  et 
le  point  à  l'infini  sur  bc  sont,  d'autre  part,  deux  points  homologues, 
comme  appartenant  à  la  conique  dégénérée  bd.  bc.  11  suit  de  là  que  le 
point  de  contact  de  Tellipse,  qui  est  le  deuxième  point  double  et  qui,  par 
conséquent,  doit  être  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  tout 
couple  de  points  homologues,  est  le  point  /  symétrique  de  a  par  rap- 
port à  e. 

Un  axe  de  l'ellipse  est  la  droite  bo,  car  elle  est  évidemment  le  dia- 
mètre conjugué  des  cordes  parallèles  à  cd,  lesquelles  cordes  sont  perpen- 
diculaires à  bo.  La  droite /V  est,  d'autre  part,  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  bc  ;  elle  rencontre  donc  bo  au  centre  o^  d^  l'ellipse. 
On  en  déduit  le  deuxième  sommet  //  de  l'axe  60,  en  prenant  le  symétrique 
de  b  par  rapport  à  o,.  (On  peut  remarquer  que  h  se  trouve,  en  vertu  de 
cette  construction  même,  sur  la  droite  ce,  qui  est  parallèle  à  //et  lui  est 
homolhétique,  par  rapport  à  b  et  dans  le  rapport  2.) 

Pour  construire  le  grand  axe,  on  peut  mener  Oj  9  perpendiculaire  et  /o 
parallèle  à  boi  ;  si  l'on  observe  que/cp  est  la  polaire  de  5.  on  voit  que  OiC 
est  moven  proportionnel  entre  o,  9  et  0,0  ('). 

Construction  de  l'intersection.   —  La  trace  de  la  ligne  des  sommets 


(')  On  peut  remari[uer  aussi  i|ue  6  appartient  au  cercle  de  Monge  (t.  II,  n'^  530)  : 
donc,  o,  a    =  Oj 0    —  Oj/y",  ce  qui  se  construit  par  un  triangle  rectangle. 
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sur  le  plan  des  deux  bases  esl  le  point  a.  Parce  point,  passent  deux,  tan- 
gentes communos:  <zb  et  r:fa\  il  en  résulte  que  les  deux  cônes  sont 
bitangents  et,  par  suite,  leur  intersection  se  décompose  en  deux  coniques 
(n°  35).  Ces  deux  coniques  se  rencontrent  aux  deux  points  de  contact. 
L'un  de  ces  points  est  h  ;  l'autre  est  le  point  à  Tinlini  sur  {sa,  s' a'),  car 
la  droite  bf  est  parallèle  à  ca  et.  par  suite,  coïncide  avec  s,/.  L'une  des 
coniques  passe  par  d  et  l'autre  par  c.  Le  plan  de  la  première  a  pour  trace 
horizontale  bd  ;  c'est  donc  un  plan  de  bout;  sa  trace  verticale  est  la 
parallèle  à  s'a'  menée  par  b'.  Si  l'on  mène  le  plan  parallèle  par  {s,  s'), 
on  obtient  un  plan  de  trace  horizontale  «m  ;  les  directions  asymptotiques 
de  la  première  conique  sont  donc  sa  et  sm,  en  projection  horizontale. 
Il  s'ensuit  que  cette  conique  est  une  hyperbole.  On  obtient  ses  asymp- 
totes ep  et  np,  en  prenant  les  intersections  de  son  plan  avec  les  plans 
tangents  le  long  de  sa  et  de  sni.  Cherchons  les  points  de  celte  hyperbole 
où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  oy.  Dans  l'espace,  les  tangentes  en 
ces  points  doivent  être  de  bout,  puisque  le  plan  de  Ihyperbole  est  un 
plan  de  bout.  11  en  résulte  que  chacun  de  ces  points  doit  appartenir  à  la 
fois  aux  contours  apparents  verticaux  des  deux  cônes.  Effectivement,  les 
génératrices  (^i^,  s'i^')  et  {s/\  i'./  )i  P^'"  exemple,   se  rencontrent,  car  il 

est  facile  de  prouver  que  la  droite  gj  passe  par  c.  I  On  peut  montrer,  par 
exemple,  que  les    rapports  ~-  el  -j  sont  tous  deux  égaux  a  -■  I 

'^  .-^'^  I  -r-  V  2    / 

Leur  point  de  rencontre  (i,  i)  est  le  seul  qui  nous  intéresse,  car  l'autre 
appartient  aux  nappes  supérieures  des  deux  cônes.  (Comme  vérification, 
le  point  I  doit  se  trouver  sur  le  diamètre  ywry  conjugué  des  cordes  paral- 
lèles à  bd.) 

Cherchons  les  tangentes  en  b  et  d.  Pour  avoir  la  tangente  en  b,  prenons 
l'intersection  du  plan  bb' i'  avec  le  plan  tangent  (i/^c,  s'b'a).  A  cet 
effet,  coupons  par  le  plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  de  {sb,  s' b') 
projeté  horizontalement  en  /. .  Ce  plan  coupe  le  plan  tangent  suivant 
une  droite  projetée  horizontalement  en  La.  parallèle  à  ^c.  Il  coupe  le 
plan  bb'  \'  suivant  une  droite  de  bout  projetée  horizontalement  en  ia. 
(En  effet,  le  point  de  sb  projeté  en  /.•  a  même  cote  que  le  point  àcsn  pro- 
jeté en  c,  lequel  a  même  cote  que  le  point  de  ep  projeté  en  / .  )  Ces  deux 
droites  se  rencontrent  au  point  a  ;  donc,  ab  esl  la  tangente  en  b.  (On 
peut  aussi  démontrer  que  la  direction  ab  est  conjuguée  harmonique  de 
j>b  par  rapport  à  pe,  pn  ou  que  les  directions  parallèles  5G  ('),  si,  sa,sm 


(')  nh  el.^G  sonl  parallèles,  parce  (|uc  r<'  sont  les  polaires  respectives  ilu  |>niiit  7  et 
du  point  de  renr.ontrc  de  bc  avec  jo.v. 
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forment  un  faisceau  harmonique;  or,  cela  résulte  de  ce  que  G  est  le  pôle 
de  bc  par  rapport  au  cercle.) 

Le  point  de  rencontre  /■  de  ba  et  de  pq  est  le  pôle  de  bd  par  rapport  à 
l'hyperbole;  donc,  rd  est  la  tangente  en  d. 


Il  est  maintenant  aisé  de  tracer  Tare  d'hyperbole  bid,  qui  se  projette 
verticalement  suivant  le  segment  6'i'. 

Ha.\g.  —  Exercices,  IV.  ^ 
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Passons  à  la  deuxième  conique.  Son  plan  a  pour  trace  lioii/onlale  hc\ 
il  esl  donc  parallèle  au  plan  langent  {san ,  s' a' &)  et,  par  suite,  la  coniqne 
est  une  parabole,  de  direction  asymptolique  {sa,  s'a'). 

Cherchons  le  point  à  tangente  horizontale.  Dans  l'espace,  cette  tan- 
gente doit  être  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  puisque  le  plan  de  la  para- 
bole esl  parallèle  à  celte  ligne.  Nous  devons  donc  mener  aux  cônes  les 
plans  tangents  parallèles  à  a:y.  Il  v  a  d'abord  le  plan  tangent  commun 
saa.  qui  donne  le  point  à  l'infini  et.  par  conséquent,  ne  convient  pas. 
Nous  avons  ensuite  les  plans  tangents  le  long  de  s/u  et  de  s^t.  Ces  deux 
génératrices  se  rencontrent  au  point  cliejrché  (2,  2').  (On  peut  vérifier, 
par  des  considérations  élémentaires,  que  les  points  m  et  /  sont  bien  en 
ligne  droite  avec  7.  On  peut  vérifier  aussi  que  le  point  2  se  trouve  sur  le 
diamètre  conjugué  ei  des  cordes  parallèles  à  bc.) 

En  prenant  le  point  u.  symétrique  de  i  par  rapport  à  2,  on  a  le  pôle 
de  bc,  qui  se  rappelle  en  a'  sur  s'a'.  En  joignant  iib.  iic;  u' b' ,  11' c',  on  a 
les  tangentes  en  b,  c,  b' ,  c' .  [On  peut  vérifier  que  bu  passe  par  m,  en 
coupant,  par  exemple,  le  plan  tangent  sb(j  et  le  plan  sécant  par  le  plan 
auxiliaire  sam  ;  on  obtient,  d'une  part,  la  droite  5cr,  d'autre  part,  une 
parallèle  a  sg  ;  il  en  résulte  que  la  tangente  en  b  est  parallèle  à  ivr  ;  or. 
bm  jouit  précisément  de  cette  propriété.  On  peut  aussi  se  rappeler  (n°  30) 
que  les  tangentes  au  point  double  b  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  génératrices  bs  et  bsi  ;  or,  bs  et  65,  ont  pour  bissectrice 
la  première  tangente  ba  ;  la  deuxième  tangente  est  donc  la  deuxième 
bissectrice  bm.] 

On  a  maintenant  suffisamment  d'éléments  pour  tracer  l'arc  de  parabole 
{b2C,  b'2'c').  toutefois,  à  titre  d'exercice,  cherchons  les  sommets  des 
deux  projections. 

En  projection  hori/ontale,  la  tangente  au  sommet  est  perpendiculaire 
à  sa,  donc  parallèle  a  bsA.  Nous  devons  mener  le  plan  langent  au  premier 
cône,  par  exemple,  autre  que  sa'7,  parallèle  à  la  droite  du  plan  sécant 
projetée  horizontalement  suivant  bk.  A  cet  efl'et,  il  faut  mener  une  paral- 
lèle à  cette  droite  par  le  sommet  du  cône  et  prendre  sa  trace  horizontale. 
Cette  trace  T  doit  appartenir  à  tja  ;  c'est  donc  le  point  de  rencontre  de 
hsk  et  de  g  a.  \Je  ce  point,  on  doit  ensuite  mener  les  tangentes  à  la  base 
du  cône;  un  premier  point  de  contact  est  a:  le  deuxième  peut  être 
construit  au  moyen  Ae  la  polaire  de  T;  or,  cette  polaire  passe  par  le 
pôle  A  de  b/i  ;  en  joignant  a \,  on  a,  en  (r,  le  poini  de  contact  cherché. 
I.a  tangente  en  ce  point  rencontre  br  en  B,  qui  appartient  à  la  langenle 
au  sommet;  cette  tangente  esl  donc  la  parallèle  à  bk  menée  par  H  ;  elle 
rencontre  stv  au  sommet  4  cberclié. 

En  projection  verticale,  la  langenle  au  sommet  est  perpendiculaire  à 
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s'a'.  La  droite  (cD,  c'D')  est  une  droite  du  plan  sécant  dont  la  projec- 
tion verticale  est  parallèle  à  celte  tangente.  Il  faut,  comme  précédeiu- 
nient,  mener  le  plan  langent,  autre  ([ue  saa,  parallèle  à  celle  droite.  Son 
point  de  contact  avec  la  base  est  en  z,  sur  la  polaire  du  point  de  ren- 
contre de  aa  avec  la  parallèle  à  cD  menée  par  s]  cette  polaire  est 
d'ailleurs  obtenue  en  joignant  a  au  pôle  E  de  la  parallèle  précédente, 
lequel  pôle  est  à  Fintersection  du  diamètre  perpendiculaire  à  cD  et  de  la 
polaire  de  s,  qui  est  la  perpendiculaire  à  os  menée  par  A.  Nous  construi- 
sons ensuite  l'interseclion  de  {sz,  s' z')  avec  le  plan  sécant,  au  moyen, 
par  exemple,  du  plan  auxiliaire  sgFz.  Nous  obtenons  ainsi  le  point 
(5,  5')  ;  5'  est  le  sommet  de  la  projection  verticale. 

Ponctuation.  —  En  projection  horizontale,  tout  <•>•  \u.  Les  deux  cônes 
n'ont  pas  de  contours  apparents.  On  doit  enlever  il.-  i  Uaque  base  la  por- 
tion intérieure  à  l'autre. 

En  projection  verticale,  le  segment  l' d'  est  \u,  car  il  est  vu  à  la  fois 
sur  les  deux  cônes.  L'arc  b' l' v'  est  caché,  car  il  est  caché  sur  le  premier 
cône.  Les  segments  de  contours  apparents  l'y'  et  i'3'  sont  enlevés,  parce 
(jue  chacun  d'eux  est  intérieur  au  solide  limité  par  le  cône  dont  il  ne  fait 
pas  partie.  Les  portions  restantes  de  contours  apparents  sont  toutes 
vues,  à  l'exception  de  'i' g' ,  qui  est  caché  par  le  premier  cône. 

9.  Un  cylindre  a  pour  base  V hyperbole  équilatère  (H,  H').  Ses  géné- 
ratrices sont  de  front  et  inclinées  à  45°  sur  la  iigne  de  terre.  Un  cône 
a  pour  base  un  cercle  tangent  aux  deux  axes  de  F  hyperbole  ajix 
points  a  et  g.  Son  sommet  {s,  s')  se  projette  horizontalement  au 
centre  de  V hyperbole  et  a  une  cote  au-dessus  de  II'  égale  au  demi-axe 
transverse  sa.  Représenter  la  surface  du  cylindre^  supposée  opaque  et 
entaillée  par  le  cône  {fig.  li). 

Les  deux  surfaces  ont  une  génératrice  commune  {sa,  s'a').  Le  reste  de 
leur  intersection  est  donc  une  cubique  gauche  (n°  35), 

Asymptotes.  —  Nous  avons  un  premier  point  à  l'infini,  qui  est  le 
sommet  du  cylindre  (ii°  35).  La  tangente  en  ce  point  est  la  génératrice 
(A,  A'),  autre  que  {sa,  s'a'),  suivant  laquelle  le  cylindre  est  coupé  par 
le  pJan  langent  au  cône  le  long  de  {sa,  s' a'). 

Pour  avoir  les  deux  autres  points  à  l'infini,  nous  menons  par  le  sommet 
du  cône  des  plans  parallèles  aux  plans  asymptotes  du  cylindre.  Leurs 
traces  horizontales  sont  les  droites  ae  el  ag.  Elles  coupent  la  base  du 
cône  aux  points  e  et  ^  et  les  points  cherchés  sont  les  points  à  l'infini  sur 
les  génératrices  se  et  sg.  L'asymptote  parallèle  à  se  est  l'intersection  du 
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plan  langent  sef  avec  le  plan  asymptote  de  trace  se.  Les  traces  horizon- 
tales ef  et  se  de  ces  deux  plans  se  rencontrent  au  point  (/.  /').  En 
menant  par  ce  point  la  parallèle  à  la  génératrice  {se,  s'e'),  on  obtient 
l'asymptote  (B,  IV). 

Le  plan  langent  au  cône  le  long  de  sg  esl  de  profil  ;  il  coupe  le  plan 
as^'mptole  sd  suivant  la  troisième  asymptote  (C,  C)  de  la  cubique. 

Point  courant.  —  Les  traces  horizontales  des  plans  auxiliaires  passent 
par  le  point  fixe  a.  Soit  ar  l'une  d'elles.  Elle  rencontre  les  deux  bases 
aux  points  /•  et  u.  Les  génératrices  issues  de  ces  points  se  coupent  au 
point  (8,  8'),  qui  est  un  point  quelconque  de  la  cubique. 

Pour  avoir  la  tangente  eli  ce  point,  nous  prenons  rinterseclion  des 
plans  tangents.  Les  traces  horizontales  de  ces  deux  plans  se  rencontrent 
au  point  (^,  l').  qu'il  suflil  de  joindre  à  (8,  8'). 

Points  remarquables.  —  Les  points  sur  les  contours  apparents  sont 
tous  à  l'infiiii.  à  l'exception  du  sommet  du  cône,  qui  appartient  au  con- 
loiii-  apparent  vertical  du  cylindre.  Pour  avoir  la  tangente  en  ce  point 
nous  prenons  Tinterseclion  du  cône  avec  le  plan  tangent  au  cylindre  le 
long  de  (5*7,  s'a')  (  n°  35).  La  trace  horizontale  ac  de  ce  plan  rencontre 
la  base  du  cône  au  point  h\  h']  est  la  tangente  cherchée,  en  projection 
horizontale.  En  projection  verticale,  la  tangente  est  a'']'. 

En  esquissant  la  cubique,  on  se  rend  compte  qu'elle  possède  un  point 
double  apparent  en  projection  horizontale,  qui  semble  très  voisin  de  c. 
La  ligne  des  points  doubles  (n°8)  passe  d'ailleurs  rigoureusement  parce 
point.  En  effet,  le  plan  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales  par  rap- 
port au  cylindre  a  pour  trace  horizontale  l'axe  non  trans\  erse  de  l'hyper- 
bole ;  le  plan  analogue  pour  le  cône  a  pour  trace  horizontale  ag .  Ces 
deux  traces  se  rencontrent  en  g.  D'autre  part,  la  génératrice  {sa.,  s'a) 
esl  parallèle  à  la  fois  aux  deux  plans  diamétraux.  L'intersection  de  ces 
deux  plans,  c'est-à-dire  la  ligne  des  points  doubles  esl  donc  la  parallèle 
à  sa  menée  par  g,  soit  gc  ;  elle  passe  bien  par  c.  On  esl  alors  conduit  à 
se  demander  si  le  point  c  n'est  pas  exactement  le  point  double  apparent. 

Pour  nous  en  rendre  compte,  coupons  par  le  plan  auxiliaire  ap,  p  étant 
la  Irace  horizontale  d'une  des  génératrices  du  cvlindre  dont  la  projection 
horizontale  pa>se  par  c.  Nous  obtenons,  dans  le  cône,  la  génératrice  su. 
Il  s'agit  de  voir  si  cette  droite  passe  par  c.  en  projection  horizontale. 
Or,  en  se  servant  de  l'èqualion  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  on 
voit  aisément  (|ue  /)C  =:  as(  \/2  —  i).  Donc,  si  n'  désigne  le  point  de  ren- 
contre de  af>  avec  se,  on  a 

n  s        as 
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D'autre  part,  si  l'on  appelle  li  le  point  de  rencontre  de  se  avec  le  cercle, 
on  a 


{->-) 


-/•^ 


=  /;-!. 


Fig.   li. 


En  comparant  (i)  et  (2),  on  voit  que  les  points  n'  et  n"  coïncident  entre 
eux  et,  par  suite,  avec  le  point  n. 
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Finalement,  le  point  c  appartient  à  la  projection  horizontale  de  la 
cubique  el,  comme  il  est  sur  la  ligne  des  points  doubles,  c'est  bien  le 
point  double  apparent.  D'ailleurs,  on  vérifierait,  comme  précédemment, 
qu'il  est  donné  également  par  le  plan  auxiliaire  anv. 

En  projection  verticale,  il  lui  correspond  les  deux  points  5'  el  ii'.  Les 
tangentes  (5 7,  5'^')  et  (  12 a-,  12 'r')  sont  obtenues  comme  la  langenle  au 
point  courant. 

Gomme  point  remar(|ual)le.  signalons  encore  le  point  (2,  2').  oii  la 
tangente  est  horizontale.  Le  plan  auxiliaire  correspondant  hini  doit 
couper  les  deux  bases  en  deux  points  /  et  m.  où  les  tangentes  sont  paral- 
lèles (n°  8).  En  traitant  la  question  par  le  calcul,  on  trouve  que  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  droite  //n  doit  être  v\  5  —  2  =  0,486. 

Les  deux  bases  se  rencontrent  au  point  (4,  4')-  On  a  construit  la  tan- 
gente en  ce  point  par  la  méthode  habituelle,  avec  cette  seule  particula- 
rité qu'on  a  coupé  par  le  plan  auxiliaire  ai/'  pour  obtenir  le  point  k  de 
la  tangente.  (On  n'a  pas  reproduit  la  projection  verticale  de  cette  der- 
nière, parce  qu'elle  est  trop  voisine  de  la  courbe.) 

Pour  bien  guider  la  courbe,  on  a  encore  construit  les  points  i,  3.  6,  9, 
10,  II,  i3. 

Jonction  des  points.  —  Faisons  tourner  le  plan  auxiliaire  dans  le  sens 
inverse  des  aiguilles  d'une  montre,  en  parlant  du  plan  de  front  sa. 
Le  point  courant  vient  de  l'infini  sur  (A,  A'),  passe  par  les  positions 
(i,  i'),  (2,  2'),  (3,  3')  et  \a  à  l'infini  sur  (B,  B'),  la  trace  du  plan  auxi- 
liaire étant  alors  ae.  On  a  une  première  branche  de  la  cubique.  Puis,  le 
point  courant  part  de  l'infini  sur  l'autre  extrémité  de  (B,  B'),  rencontre 
successivement  (4,  4'),  (5,  5'),  (6,  6'),  (7,  7'),  (8,  8'),  (9,  9')  et  va  à 
l'infini  sur  (C,  C),  la  trace  du  plan  auxiliaire  étant  alors  5^.  On  a  une 
deuxième  branche  de  la  cubique.  Enfin,  le  point  courant  part  de  l'infini 
sur  l'autre  extrémité  de  (C,  C),  passe  par  (10,  10').  (11,  11'),  (12,  12'), 
(i3.  i3')  et  \a  à  l'infini  sur  (A,  A'),  le  plan  auxiliaire  étant  revenu  à 
sa  position  primitive.  On  a  la  troisième  et  dernioie  branche  de  la 
cubi(|iie. 

I^onclmitinn.  —  Nous  devons  ponctuer  la  courbe  sur  le  cvUndre. 

I'>n  projection  hori/.onlale,  la  nappe  qui  contient  <i  est  vue  ;  il  en  est 
donc  dt'  même  de  la  branche  4»  ^'  •  •  •  '  9-  •  •  ••  '!"'  *^  trouve  sur  cette 
iiapp»'.  La  deuxièiiu'  nappe  serait  enlièremenl  cachée  pai*  la  première,  si 
celle-ci  subsistait  iiilégralemenl.  M;iis,  les  portions  de  pénératiices  qui 
sont  il  droite  de  l'arc  7.  .  .  .,  <j,  .  ,  .  et  celles  <|ui  sont  à  gauche  île  I  arc 
7,   ....  4,  •  .  .  sont  enlevées,  parce  (|u'intérieures  au  cône.  Il  s'ensuit  que 
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l'arc  12,  II.  10.  ...  esl  seul  caché.  Quant  à  la  génératrice  scf,  elle  est 
entièrement  vue. 

En  projection  verticale,  les  demi-nappes  situées  en  axant  du  plan  de 
front  sa  sont  vues  ;  donc,  il  en  est  de  même  de  la  branche  1 1',  12',  i3'  et 
de  la  demi-branche  -',...,  4  ,  ....  La  demi-branche  7',  ....  9',  ...  et  la 
branche  l's'S'  sont,  au  contraire,  cachées,  car  elles  se  trouvent  derrière 
des  régions  non  enlevées  de  la  surface  du  cylindre. 

Enfin,  le  contour  apparent  vertical  du  cylindre  subsiste  intégra- 
lement. 

Remarque.  —  Pour  la  ponctuation,  on  a  supposé  les  plans  de  projec- 
tion transparents. 

10.  On  donne  deux  cylindres  de  révolution  ayant  pour  bases  res- 
pectives le  cercle  (A)  du  plan  horizontal  et  le  cercle  (  B)  du  plan  ver^ 

tical.  Le  rayon  du  premier  est  dans  le  rapport  — =  avec  le  rayon  du 

second.  On  développe  les  deux  cylindres.  Construire  les  développements 
de  leur  courbe  d'intersection  {/ig.  i3). 

Le  plan  de  profil  ab' ,  le  plan  horizontal  passant  par  b'  et  le  plan  de 
front  passant  par  a  sont  plans  de  symétrie  pour  les  deux  cylindres  et, 
par  suite,  pour  leur  intersection.  Dès  lors,  il  suffit  de  construire  un 
huitième  de  chaque  développement  et  de  compléter  par  symétrie. 

Développement  du  cylindre  (B).  —  Nous  le  développons  sur  le  plan 
tangent  horizontal  A' 6',  et  nous  construisons  la  projection  horizontale 
du  développement.  La  base  du  cylindre,  que  nous  choisirons  comme 
courbe  de  référence  (  n"  37),  se  développe  suivant  une  droite  projetée 
en  xy.  Construisons  maintenant  le  développement  de  l'arc  de  courbe 
projeté  horizontalement  suivant  l'arc  de  cercle  cd  et  verticalement  sui- 
vant l'arc  de  cercle  c' d' .  Le  point  (c,  c')  donne  le  point  i,  dont  labs- 
cisse  01'  est  égale  à  la  longueur  du  quart  de  cercle  k' c'  (celte  longueur 
a  été  obtenue  en  mesurant  le  ravon  b' k'  au  double  décimètre,  multi- 
pliant le  nombre   de  millimètres  trouvé  par  —,   à    la  règle  à   calcul,  et 

reportant  le  nombre  de  millimètres  donné  par  ce  produit  en  o\')  et  qui 
a  même  ordonnée  que  c.  Dans  l'espace,  la  tangente  en  (c,  c')  esl  verti- 
cale, donc  perpendiculaire  aux  génératrices  de  (B);  dans  le  développe- 
ment, la  tangente  en  i  est,  par  suite,  perpendiculaire  à  l'i,  c'est-à-dire 
parallèle  à  xy. 

On  peut  avoir  aisément  le  rayon  de  courbure  en  ce  point.  C'esl.  comme 
on  sait  (n°  38),  le  rayon  de  courbure  géodésique  de  la  courbe  de  l'espace, 
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considérée  comme  tracée  sur  le  cylindre  (B).  D'après  le  théorème  de 
Meusnier  (t.  II,  n°  335),  l'axe  de  courbure  joint  les  centres  de  courbure 
normale  de  la  courbe,  considérée  comme  tracée  successivement  sur  les 
deux  cylindres.  Sur  (A),  ce  centre  est  à  l'infini  dans  la  direction  ca,  car 
la  section  normale  est  la  génératrice.  Sur  (1>),  la  section  normale  est  un 
<'ercle,  dont  le  centre  est  {m,  ni').  L'axe  de  courbure  est  donc  la  paral- 
lèle à  CCI  menée  par  m.  Il  faut  prendre  son  intersection  a\ec  le  plan  tan- 
gent à  (B),  lequel  esl  le  plan  de  profil  passant  par  c.  il  résulte  manifeste- 
ment Ai^  là  que  le  ravon  de  courbure  géodési(|ue  cherché  se  déduit  de  ani 

par  la  translation  ac.  Comme  sa  longueur  et  son  sens  seuls  nous  inté- 
ressent, il  suffit,  pour  avoir  le  centre  de  courbure  en  i,  de  porter  le  vec- 
teur I  <i  équipollenl  à  atn.  Le  ceicle,  de  centre  7  et  ravon  r/  i  est  le  cercle 
de  courbure. 

Le  point  {d,  d'  )  donne  le  point  '.),  construit  comme  le  point  i .  Dans  l'es- 
pace, la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  donc  encore  perpendicu- 
laire aux  génératrices  de  (B)  ;  dans  le  développement,  la  tangente  en  .5  est 
donc  encore  parallèle  à  .2:}'.  Le  centre  de  courbure  normale  sur  (A)  esta; 
il  est  sur  la  génératrice  de  (B),  donc,  dans  le  plan  tangent  à  (B);  par 
suite,  c'est  le  centre  de  courbure  géodésique  sur  (1»).  On  en  déduit  le 
centre  de  courbure  /•  au  poFntj;  tl'oii  le  cercle  de  courbure. 

Nous  avons  encore  construit  les  points  2,  3,  /î,  correspondant  à  (e,  e), 
(/,  /'  ).  (^,  ^'),  les  points  e',  /' ,  g'  ayant  été  pris  respectivement  au^,  au 
milieu  et  aux  |  de  l'arc  c  d\  de  sorte  que  l'a',  i'3'  eli'^'  sont  égaux 
respectivement  à  5,  k  et  f  de  i'5'. 

Xous  avons  construit  la  tangente  au  point  2,  au  nio\en  de  la  sous-tan- 
gente 0.' s,  qui  est  égale  à  c' n' .  Nous  allons  voir  d'ailleurs  que  le  point  2 
est  un  point  d'inilexion. 

En  utilisant  les  cinq  points  construits,  les  cercles  de  courbure  et  la 
tangente  d'inilexion,  on  peut  tracer  très  exactement  l'arc  de  courbe  i23/|5. 
1!  resterait  à  le  compléter  par  des  symétries  par  rapport  aux  axes 
successifs  i  i'.  ."^5'  et  ar. 

Recherche  des  points  d'inflexion.  —  On  pourrait  chercher  le> 
points  de  la  courbe  de  l'espace  où  le  ravon  de  courbure  géodési(|ue 
sur  (B)  esl  infini.  Mais,  il  paraît  plus  simple  de  se  servir  tout  simple- 
ment de  l'rqitalion  de  la  liansformcc. 

Prenons  comme  axe  des  .r  la  droite  ar  et  comme  axe  des  )■  la  droite  ao. 
Appelons  /  l'angle  polaire  du  point  e',  par  exemple,  considéré  comme  un 
point  (|uelconque,  sur  le  cercle  (/>'),  le  rayon  origine  étant  h'  k' .  vSi  W 
désigne  la  longueur  de  ce  rayon.  l'abscisse  du  point  2  est  .cr^z  \\  l.  Sou 
ordonnée  V  est    celle   fin    point  c,  (  )r,   cette    ordonnée   doit   être    liée   à 
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l'abscisse  .2;'=^R  siiW  de   ce  même  point  par  l'équation  du  cercle  {a), 
c'est-à-dire,  en  appelant  lî  le  rayon  de  ce  cercle,  par 


On  en  déduit  que  l'équation  cherchée  est 


(0 


Fiff.  ..i. 


l'our  avoir  les  points  d'inilexion,  il  faut  annuler  la  dérivée  seconde  de  / 
par  rapport  à  w.  Dérivons  léquation  (i  ) 


(2) 


R'cos  ^-,  sin  777  -I-  yy'  =  o. 
R  R'       -^  "^ 


Dérivons   une   nouvelle    fois,    en    inlioduisant    loul    de    suite    l'hypo 
thèse  v':^  o, 


(3) 


COS  -^77    +  >■  -=0. 


Enfin,  éliminons  y'  et  y  entre  (3),   {■>.),  (i);    il  vient,  en  reprenant   la 
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variable  f. 

—^  sin-2^  ::=  —  C05  il.  ( !»' —  R'-sin'-^) 

ou,  en  posant  cns2/ =3  «, 

Celle  équation  du  second  degré  a  ses  racines  réelles  si 
ou 

ir<H. 

Celle  condition  est  remplie  pour  le  développement  de  (B),  qui  nous 
occupe  actuellement;  mais,  elle  ne  le  sera  pas  pour  le  développement 
de  (A),  qui  ne  pourra,  par  suite,  donner  aucun  point  d'inflexion. 

Les  deux  racines  de  (4)  sont  négatives;  leur  produit  est  égal  à  i  :  donc, 
une  seule  est  comprise  entre  net  —  i .  U  est  aisé  de  se  rendre  compte  qu'il 
lui  correspond  un  seul  point  sur  l'arc  c' d .  Avec  les  données  de  l'énoncé. 

o 
on  a  H'*^  -  W^  et  l'équation  (4)  devient 

2«^-f-  5«  -r-  2  =3  o. 

.  I        ^  .  T.  T.  T. 

La  racine  acceptable  est (  )n   en  lire    \t  -=--  r.  -^  ^i  t^^ 1-  F  ' 

'  2  0  2        o 

ce  qui  correspond  précisément  au  point  e\  donc  au  |>oint  2,  ainsi  (|ue 

nous  l'avions  annoncé  tout  à  Iheure. 

Développement  du  cylindre  (A).  — Nous  l'avons  développé  sur  le  plan 
tangent  de  front  rf.5;  mais,  pour  la  clarté  de  la  figure,  nous  avons  fait 
subir  à  la  projection  verticale  de  la  courbe  transformée  une  translation 
égale  à  o\'  parallèlement  à  xy.  Nous  avons  construit  le  développement 
de  l'arc  (/.c,  k'c').  Le  point(/>.  A')  donne  6'.  Dans  l'espace,  la  tangenlc 
en  ce  point  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  dans  le  développement,  elle 
garde  celle  direction.  Kn  raisonnant  conime  loul  à  l'heure,  pour  le 
point  5,  on  voit  que  le  centre  de  courbure  esl  le  point  u. 

Le  point  (c,  c')  donne  le  point  «S  ,  dont  l'abscisse  (vS  a  été  évaluée  en 
»  "-, 

mesurant,  au  moyen  d'un  rapporteur,  l'angle  au  centre  kac  et,  au  moyen 
d'un  double  décimètre,  le  rayon  ak.  La  tangente  dans  l'espace  est  verti- 
cale et  le  demeure  dans  le  développement.  Le  centre  de  courbure  géodo- 
sique  sur  le  cvlindre  (A)  esl  le  point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  no 
menée  par  m  avec  le  plan  tangent  en  r  à  (  A  1  :  il  s'ensnil  é\  idemmenl  que 
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le  rayon  de  courbure  géodésique  et,  par  suite,  le  rayon  de  courbure  en  8 
sont  égaux  à  la  distance  de  m  à  ac. 

Nous  avons  construit  le  point  -' .  homologue  de  (A.  /*'),  l'angle  kah 
étant  égal  à^-  La  tangente  en  ce  point  a  été  obtenue  au  moven  de  la 

-4 

sous-tangente  ~  t^=  hp. 

En  utilisant  ces  trois  points,  la  tangente  et  les  cercles  de  courbure,  on 
peut  tracer  très  exactement  l'arc  de  courbe  G'j'S'.  On  Ta  complété  par 
symétrie  relativement  à  b'%'\  il  resterait  à  faire  les  symétries  par  rap- 
port aux  perpendiculaires  à  xy  ayant  pour  abscisses,  à  partir  de  6,  le 
quart  et  la  moitié  de  la  circonférence  (a). 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  II  est 
éclairé  par  un  point  lumineux  P.  Construire  son  ombre  propre  et  son 
ombre  portée  sur  les  plans  de  projection. 

2.  Mêmes  données.  Construire  Torabre  portée  par  le  cône  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  PS. 

3.  On  donne  un  plan  P  [)ar  ses  traces  et,  dans  ce  plan,  une  ellipse,  de 
projection  horizontale  circulaire.  Ln  cvlindre  a  pour  base  cette  ellipse; 
on  donne  la  direction  de  ses  génératrices.  Construire  ses  contours  appa- 
rents, ainsi  que  son  ombre  au  soleil  (rayons  lumineux  à  45").  Construire 
la  projection  horizontale  d'un  point  du  cylindre,  connaissant  sa  projection 
verticale  et  vice  versa. 

'*.  On  donne  un  cône  à  base  horizontale  circulaire,  une  droite  D  et  un 
plan  P.  Mener  une  normale  au  cône  s'appuyanl  sur  D  et  parallèle  à  P. 
(On  est  ramené  à  mener  un  plan  tangent  perpendiculaire  à  P.) 

5.  On  donne  un  cvlindre  à  base  horizontale  circulaire  et  une  droite  D. 
Mener  à  ce  cvlindre  une  normale  sappuvant  sur  D  et  faisant  avec  cette 
droite  un  angle  donné.  (La  direction  de  la  normale  cherchée  résulte  de 
l'intersection  d'un  cône  de  révolution  avec  un  plan  perpendiculaire  aux 
génératrices  du  cylindre.) 

6.  On  donne  un  cône  à  base  horizontale  circulaire  et  un  cylindre  à  base 
frontale  circulaire.  Construire  leurs  normales  communes. 

7.  Un  cône  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  de  rayon  .5u 
et  de  centre  (5o,  loo,  o).  Son  sommet  a  pour  coordonnées  ( — 5o,  i5o,  loo). 
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Construire  les  sections  par  les  plans  suivants  : 

4  j;  -h  2  )•  -f-  3  c  —  320  m  o     (  i)vperbole)  ; 
6j?  —  2/  +  3s  —  loo —  20^  ii»=o     (ellipse)  ; 
y  —  ::—  i()or=:(i     (parabole). 

8.  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  vertical;  on  le  coupe 
par  le  premier  bissecteur.  Chercher  les  points  de  l'intersection  qui  ont 
leur  projection  verticale  sur  une  droite  donnée. 

9.  Mêmes  données.  (Construire  les  points  les  plus  hauts  et  les  plus 
bas,  les  plus  adroite  elles  plus  à  gauche  des  deux  projections  de  Tinter- 
section. 

10.  On  donne,  dans  le  plan  horizontal,  un  triangle  équilatéral  ahc^ 
dont  le  sommet  a  a  pour  coordonnées  (  o,  200,  o)  et  dont  le  côté  bc  est 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  a  pour  éloignement  5(».  Un  cône  de  révo- 
lution a  pour  base  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle;  son  sommet  S  a 
pour  cote  200.  Une  pyramide  a  pour  base  le  triangle;  son  sommet  se 
trouve  sur  la  verticale  de  S  et  a  pour  cote  100.  lieprésenter  le  solide 
commun. 

(Les  sections  planes  sont  des  paraboles.  Ueniarquer  la  svmétrie 
ternaire  de  la  projection  horizontale;  c/.  Exercice  résolu  n°  1  du  Cha- 
pitre II.) 

1 1 .  On  considère  des  rayons  lumineux  à  '15°  et  un  cercle  ayant  son  plan 
perpendiculaire  à  ces  rayons  et  son  centre  sur  la  ligne  de  terre.  Cons- 
truire les  ombres  portées  sur  les  deux  plans  de  projection. 

12.  On  reprend  lellipse  du  n°  3.  Un  cône  a  pour  base  cette  ellipse  et 
pour  sommet  un  point  de  projection  horizontale  donnée,  mais  de  cote 
inconnue.  Déterminer  cette  cote  pour  que  la  trace  horizontale  du  cône 
soit  une  parabole  et  construire  cette  parabole. 

13.  Même  question,  la  trace  horizontale  devant  ('-tre  une  hvperbole 
dont  les  asvmplotes  fassent  un  angle  donné.  De  plus,  on  supposera  que 
la  projection  horizontale  du  sommet  se  trouve  au  centre  de  la  projec- 
tion horizontale  de  l'ellipse  de  base  ou  bien  n'importe  oii  sur  cette 
projection. 

14.  On  donne  un  cène  à  base  horizontale  circulaire  et  une  droite  !>. 
Mener  par  cette  droite   un  plan  coupant  le  ç\^\\\:^.  sui>ant  une  parabole. 

15.  On  donne  un  cône  à  base  horizontale  circulaire,  (-onslruire  un  plan 
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cyclique  non  horizontal.  (On  peut  chercher  directement  la  section  anti- 
parallèle en  faisant  tourner  ou  rabattant  le  plan  vertical  passant  par  le 
sommet  et  par  le  centre  de  la  base.  On  peut  aussi  couper  le  cône  par  une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  au  sommet;  le  plan  cyclique 
demandé  est  déterminé  par  le  sommet  et  par  l'axe  radical  du  cercle  de 
base  et  de  la  trace  horizontale  de  la  sphère  précédente.  Enfin,  on  peut 
couper  par  une  sphère  quelconque  passant  par  le  cercle  de  base  et  cher- 
cher le  plan  du  deuxième  cercle  d'iolersection,  en  coupant  par  des  plans 
liorizontaux.) 

IG.  Un  cône,  de  sommet  (5o,  60,  i5o),  a  pour  base,  dans  le  plan  hori- 
zontal, un  cercle  de  centre  ( — .5o,  5o,  o)  et  de  rayon  5o.  Un  deuxième 
cône,  de  sommet  ( —  80,  3o,  i5o),  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal, 
un  cercle  tangent  extérieurement  au  précédent  et  de  centre  (70,  100,  o). 
Représenter  l'ensemble  des  deux  solides. 

17.  Un  cylindre,  dont  les  génératrices  sont  de  front  et  inclinées  à  l^b"^ 
sur  la  ligne  de  terre  (de  gauche  à  droite,  en  montant),  a  pour  base,  dans 
le  plan  horizontal,  un  cercle  de  rayon  60  et  de  centre  (0,60,0).  Un  plan, 
dont  la  trace  verticale  est  parallèle  aux  génératrices  précédentes  et  coupe 
la  ligne  de  terre  au  point  d'abscisse  — 90,  est  tangent  au  cylindre  ci- 
dessus.  Un  second  cylindre,  à  génératrices  horizontales,  est  tangent  au 
plan  précédent  et  au  plan  horizontal;  sa  base  dans  le  plan  verlical  est  un 
cercle  dont  le  centre  a  pour  abscisse  60.  Représenter  le  second  cylindre 
entaillé  par  le  premier  et  limité  à  un  plan  de  front  d'éloignenient  I40. 

18.  Un  triangle  rectangle  isoscèle  a  son  hypoténuse  verticale  et  égale 
à  120.  L'extrémité  inférieure  de  celte  hypoténuse  a  pour  coordon- 
nées ( —  ri,  60,  o).  Ce  triangle,  en  tournant  autour  de  son  hypoténuse, 
engendre  un  double  cône.  Un  cylindre,  dont  les  génératrices  font, 
avec  jy,  60"  dans  les  deux  projections,  en  montant  de  gauche  à  droite,  a 
pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  de  4-^  ^^^  rayon  et  de 
centre  ( — .jo,  160,0).  Représenter  le  double  cône  entaillé  par  le  cylindre. 

19.  Un  cône  a  pour  sommet  le  point  ( — 80,  160,  .>.5)  et  pour  base, 
dans  le  plan  vertical,  un  cercle  de  centre  ( —  17,  o,  90)  et  de  -9.  de  rayon. 
Un  cylindre  a  ses  génératrices  de  front  et  inclinées  à  qo"  sur  la  ligne  de 
terre,  en  montant  de  gauche  à  droite.  Sa  base  est  un  cercle  du  plan  hori- 
zontal, de  rayon  55  et  de  centre  ( — 75,80,0).  Représenter  le  solide 
commun. 

20.  Un  cylindre  a  ses  génératrices  de  front  et  à  45°  sur  a^f  (en  mon- 
tant de  gauche   à   droite).  Sa   base  dans  le  plan  horizontal  est  un  cercle 
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de  centre  ( — loo,  60.  o)  et  de  rayon  Go.  Un  c<>ne  a  pour  sommet  le  point 
( —  5o,  i5o,  100).  Sa  base  dans  le  plan  vertical  est  un  cercle  passant  par 
la  projection  verticale  du  sommet  elayantpour  cenlrele  point  (3o,  o,  i5o). 
Représenter  le  cône  entaillé  par  le  cylindre.  On  déterminera,  en  parti- 
culier, la  ligne  des  points  doubles  apparents  dans  chaque  projection, 
ainsi  que  les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  de  la  projection  hori- 
zontale. 

21.  On  donne  deux  cercles  dans  le  plan  horizontal,  ayant  pour  rayons 
respectifs  60  et  40  et  pour  centres  les  points  ( —  60.  60,  o)  et  (.")o,  80,  o). 
Le  premier  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (5o,  120,  70)  et  le  second 
est  la  base  d'un  autre  cône  de  sommet  ( — 60,  120,  160).  Représenter  l'en- 
semble des  deux  solides.  On  déterminera,  en  particulier,  les  tangentes 
au  point  double. 

22.  Un  cône  a  pour  sommet  le  point  S(  10.  100,  200).  Sa  base  dans  le 
plan  horizontal  est  un  cercle  de  rayon  jo  et  dont  le  point  le  plus  à  droite 
est  la  projection  horizontale  de  S.  Un  autre  cercle,  tangent  extérieure- 
ment en  ce  point  au  premier,  a  pour  rayon  35.  Un  cylindre  admet  ce 
cercle  pour  base;  ses  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  qui  joint  S  1 
au  centre  de  similitude  externe  des  deux  cercles.  Représenter  le  solide  ■ 
commun.  (On  remarquera  que  l'intersection  se  décompose  eu  deux 
coniques.) 

23.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  C  et  Ci,  tangents 
extérieurement  en  un  point  de  coordonnées  (  —  25,  ^5,  o);  la  ligne  des 
centres  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  ;  les  rayons  du  cercle  de  gauche  et 
du  cercle  de  droite  sont  respectivement  5o  et  76.  I  n  cône  a  pour  base  le 
cercle  C  (de  gauche)  et  pour  sommet  un  point  S  projeté  horizontalement 
au  point  le  plus  en  avant  de  Ci  et  de  cote  210.  Un  deuxième  cône  a  pour 
base  Cl  et  pour  sommet  un  point  projeté  horizontalement  au  point  de 
contact  des  deux  cercles  et  de  cote  140.  Représenter  l'ensemble  des  deux 
solides. 

2ï.  Un  cercle  de  rayon  35  est  tangent  en  o  à  .ry,  dans  le  plan  hori-  1 
zontal.  Un  cône  a  pour  base  ce  cercle  et  pour  sommet  le  point  (o.  o,  90). 
In  deuxième  cône  a  pour  sommet  (35,  o,  180)  et  pour  base  un  cercle 
double  du  précédent,  langent  à  jc  y  au  point  d'abscisse  — 35  et  situé  dans 
le  plan  horizontal.  Solide  commun.  (On  cherchera,  en  pailiculier,  la  tan- 
gente au  point  de  rebroussement  et  les  asymptotes.) 

25.  I>eu\  cercles,  de  même  rayon  5i)  et  tangents  extérieurement,  sont 
tracés  dan-<  le  plan  vertical,    tangentiellement   à    la    ligne   de  terre;  leur 
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point  de  contact  a  pour  abscisse  —  25.  Deux  cônes  ont  pour  bases  ces 
deux  cercles  ;  le  sommet  de  chacun  d'eux  se  projette  verticalement  au 
centre  de  la  base  de  Tautre;  le  sommet  le  plus  à  gauche  a  pour  éloigne- 
ment  9.^0  et  l'autre  a  pour  éloignement  iio.  Ensemble  des  deux  solides. 
(On  cherchera  les  asymptotes  des  branches  virtuelles  de  la  projection 
horizontale,  en  portant  les  deux  cônes  au  même  sommet  et  remarquant 
que  le  plan  vertical  est  déjà  un  plan  de  sections  homothétiques.  On 
cherchera  aussi  les  tangentes  aux  points  d'ai'rêtde  la  projection  horizon- 
tale, au  moyen  du  théorème  de  Meusnier.) 

26.  Uu  cône  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  C,  de  70 
de  ravon  et  de  centre  ( —  70,  70,  o)  ;  son  sommet  est  le  point  (o,  210,  i4o)- 
Un  cylindre  a  pour  base,  dans  le  plan  vertical,  un  cercle  égal  et  tangent 
au  précédent;  ses  génératrices  ont  pour  paramètres  directeurs  (i,  i,  i). 
Représenter  le  cvlindre  entaillé  par  le  c<')ne, 

27.  On  donne  dans  le  plan  hoiizontal  deux  cercles  C  et  Ci.  de  ravon 
commun  4o  et  de  centres  respectifs  (  —  20,  100,  o)  et  {9.0,  60,  0).  Un 
cône  a  pour  base  G  et  pour  sommet  (—  20,  220,  90).  Un  autre  cône  a 
pour  base  C,  et  pour  sommet  ( —  20,  140,  45).  Ensemble  des  deux  cônes. 

28.  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  une  livperbole  équilalère.  de 
centre  ( —  5<>,  100,  o)  et  d'axe  transverse  parallèle  à  .ly  et  de  lon- 
gueur 100.  Cette  hyperbole  sert  de  base  à  un  cylindre  dont  les  généra- 
trices ont  pour  paramètres  directeurs  (i,  — i,  i  ).  Un  cône  a  pour 
sommet  le  point  (25,  5o,  75)  et  pour  base  le  cercle  concentrique  et 
bilangent  à  l'hyperbole  précédente.  Représenter  le  cylindre  entaillé  par 
le  cône. 

29.  On  reprend  le  cylindre  précédent  et  Ion  remplace  le  côue  par  un 
cylindre  admettant  la  même  base  et  dont  les  génératrices  ont  pour 
direction  la  bissectrice  de  langle  que  fait  une  génératrice  du  premier 
cylindre  avec  le  plan  horizontal.  Solide  commun.  (Le  point  à  l'infini  sur 
les  génératrices  du  second  cvlindre  est  un  point  double  de  l'intersection.) 

30.  Un  cône  a  pour  sommet  ( — 5o,  5o,  80)  et  pour  base  un  cercle  du 
plan  horizontal,  de  centre  (  —  100,  100,  o)  et  de  rayon  3o.  On  lui  fait 
subir  la  translation  (140,  — 5o,  80).  Représenter  le  nouveau  cône  entaillé 
par  l'ancien. 

31.  Un  triangle  équilatéral,  de  côté  100,  tourne  autour  d'une  de  ses 
hauteurs  et  engendre  ainsi  un  cône  de  révolution.  On  coupe  ce  cône  par 
un   plan   perpendiculaire   au    plan    du   triangle    mené    par   une  hauteur 
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autre  que  l'ave  du  cône.  Construire  le  développement  de  la  section  ainsi 
obtenue. 

32.  Construire  le  développement  d'une  section  plane  de  cylindre  de 
révolution. 

33.  Un  cylindre  de  révolution,  de  rayon  5o,  est  langent  au  plan  ver- 
tical le  long  d'une  verticale  d'abscisse  —  go.  On  le  coupe  par  un  cône  de 
révolution  admettant  pour  axe  lagénératrice  le  plus  en  avant  du  cylindre, 
pour  angle  au  sommet  un  angle  droit  et  zéro  pour  cote  de  son  sommet. 
Représenter  le  cvlindre  entaillé  par  le  cône  et  le  développer  ensuite  sur 
le  plan  vertical. 

3i.  Lin  cylindre  a  pour  base  un  cercle  de  rayon  6o  du  plan  horizontal, 
ses  génératrices  sont  de  front  et  inclinées  à  4">°  sur  la  ligne  de  terre. 
Construire  le  développement  de  sa  base. 


CHAPITHE  IV. 

SPHÈRK. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Une  lentille  biconvexe  est  constituée  par  la  partie  commune  à 
deux  sphères  (O)  et  (O,)  orthogonales  au  point  {a,  a')  le  plus  en  arrière 
de  la  sphère  (O).  Représenter  cette  lentille,  ainsi  que  son  ombre  portée 
sur  les  plans  de  projection,  en  la  supposant  éclairée  par  des  rayons 
lumineux  à  -\~i°  {/ig\  i')). 

Intersection  des  deux  sphères.  —  Celle  interseclion  esl  un  cercle  pro- 
jeté horizontalement  suivant  l'axe  radical  ab  des  contours  apparents  ho- 
rizontaux. La  projection  verticale  est  une  ellipse,  dont  le  petit  axe 
est  a' 6'.  Le  grand  axe  esl  la  projection  verticale  du  diamètre  vertical 
du  cercle,  lequel  est  projeté  horizontalement  au  point  c,  milieu  de  ab . 
On  obtient  ses  extrémités  c'  et  c" ,  en  coupant  parle  plan  de  front  du 
point  c  (n°  30).  On  peut  aussi  remarquer  que  c' c"  ■=  ab.  Les  points 
c'  et  e"  sur  le  contour  apparent  vertical  de  (O)  ont  été  obtenus  en  cou- 
pant par  le  plan  de  front  oe.  En  projection  horizontale,  la  lentille  est 
représentée  par  le  segment  ab ,  vu  en  entier  et  parles  deux  arcs  de  con- 
tour apparent  aml>  et  afb.,  dont  chacun  limite  la  portion  de  l'une  des 
sphères  intérieure  à  l'autre .  En  projection  verticale,  l'ellipse  est  vue  en 
entier,  car  le  cercle  est  vu  sur  la  sphère  (O,).  11  ne  reste  rien  du  con- 
tour apparent  de  cette  dernière  et  il  reste  l'arc  c'  l' c"  du  contoui-  appa- 
rent de  (O). 

Ombre  propre.  —  La  courbe  d'ombre  propre  de  la  sphère  (O)  est  le 
grand  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  aux  rayons  lumineux.  Il  se 
projette  suivant  deuv  ellipses.  En  projection  horizontale,  le  grand  axe 
esl  la  projection  du  diamètre  horizontal;  il  esl  donc  perpendiculaire  à  la 
projection  horizontale  du  rayon  lumineux  (o/,  <>'  /');  o/"  est  la  moitié  de 
ce  grand  axe. 

Pour  avoir  le  petit  axe,  on  pourrait  couper  par  le  plan  vertical  ol  et  faire 
Haag.  —  f-.'.reirices,  IV.  4 
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un  raballement  ou  une  rotation.  On  peut  aussi  employer  la  méthode  clas- 
sique suivante.  Faisons  tourner  les  rayons  lumineux  autour  du  diamètre 
vertical  de  la  sphère,  jusqu'à  ce  qu'ils  soient  de  front;  le  rayon  (o/, o'/') 
vient  en  (o/,,  o'/',  ).  Le  plan  d'ombre  propre  est  maintenant  un  plan  de 
bout,  dont  la  trace  verticale  o' g\  est  perpendiculaire  à  o' l\  ;  il  en  résulte 
que  le  petit  axe  de  la  projection  horizontale  est  ogi.  En  revenant  en  place 
(^,,  g\)  vient  en  (g, g')-  Le  point  g  est  un  des  sommets  du  petit  axe 
cherché;  quant  à  g',  c'est  le  point  le  plus  haut  de  la  projection  ver- 
ticale. 

Toutes  les  constructions  que  nous  venons  de  faire  peuvent  t'tre 
répétées  pour  la  projection  verticale;  mais,  cela  est  inutile,  à  cause 
de  la  symétrie  qui  existe  entre  les  deux  projections  (');la  projection 
verticale  est  u\^e  ellipse  égale  à  la  projection  horizontale,  inclinée 
symétriquement  par  rapport  à  la  direction  de  la  lif;ne  de  terre. 

Il  nous  serait  facile  maintenent  de  construire  par  points  ces  deux 
ellipses.  Mais,  nous  n'avons  besoin  que  de  ce  qui  appartient  véritable- 
ment à  la  lentille.  Dès  lors,  il  nous  faut  chercher  les  deux  points  d'in- 
tersection du  cercle  d'ombre  propre  avec  le  plan  vertical  ab.  Le  plan 
du  cercle  étant  déterminé  par  une  horizontale  et  une  frontale,  on  a, 
en  {ih,  i  h'),  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  ab.  ÎVous 
rabattons  maintenant  celui-ci  autour  de  l'horizontale  (r/Z>,  a' 6').  Notre 
droite  se  rabat  en  I/ilI  (on  a  rabattu  le  point  projeté  horizontalement 
en  c).  Le  cercle  d'intersection  des  deux  sphères  est  rabattu  suivant  le 
cercle  de  diamètre  ab.  Il  rencontre  le  rabattement  de  la  droite  en  I 
et  II,  ([ui  se  relèvent  en  (  i,  i')  et  (2,  2). 

En  projection  hoi'izontale,  l'aïeul  est  seul  vu  ;  en  projection  verticale, 
il  n'y  a  <|ue  le  tout  petit  arc  d'-î',  que  l'on  ne  peut  d'ailleurs  distinguer 
pratiquement,  sur  la  figure,   du  contour  apparent  vertical  de  la  sphère. 

On  a  construit  la  tangente  au  point  i,  en  rabattant  le  cercle  d'ombre 
propre  autour  de  son  diamètre  horizontal  of.  (Sur  la  ligure,  on  a  seule- 
ment  indi(|ué    la    construction     analogue    de   la    tangente    au   point    3.) 

On  construit,  de  la  niT-me  manière,  la  courbe  d'ombre  propre  de  la  por- 
tion de  lentille  qui  appailient  à  la  deuxième  sphère.  On  peut,  toutefois, 
apporter  fjuelques  simplifications  de  détail,  en  utilisant  les  constructions 
précédentes.   C'est   ainsi   qu'il   est   inutile   de   refaire  la  construction  du 


(')  l>iin»  rf;s|>;ia('.  les  liivons  liiiniiietix  sont  piiriillélcs  an  |>reiiiit-r  hisscctrur  : 
(i«nc,  le  |)luit  parallolf  à  ce  plan  nicm-  par  le  ce n tic  de  la  sphère  est  un  plan  de  sy- 
Mn'tric  pour  la  courbe  d'oinlup  propre;  il  est  ensuite  farile  di"  voir  que  deux  points 
lioinologups  dans  celle  syiiuHrie  auraient  leurs  projeclions  de  noms  cnulrnirr"*  sv - 
uii'lrifiues  lune  de  l'autre  par  lappoil  à  la  ligne  de  terre,  si  le  centre  de  la  sphère 
-e  trouvait   sur  itII''    lieue. 
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petit  axe,  si  l'on  se  sert  de  l'homothétie  des  deux  ellipses  dans  chaque 
projection.  De  même,  pour  déterminer  les  points  (3,  3)  et  (4,  4')»  i' 
suffit  de  construire  le  point  (f,  r)  et  de  remarquer  que  le  raballemenl 
III  il\  est  parallèle  à  I/ill. 

En  projection  horizontale,  on  voit  Tare  m 3  ;  en  projection  verticale 
on  voit  tout  l'arc  3'/«'4'.  (On  n"a  pas  construit  la  tangente  en  4»  parce 
que  ce  point  est  très  voisin  d'un  sommet  de  l'ellipse.  La  tangente  en  m' 
est  parallèle  au  diamètre  conjugué  des  cordes  horizontales  et,  par  consé- 
quent,  parallèle  à  o'  o-'.  ) 

La  distinction  des  régions  éclairées  de  chaque  sphère  étant  évidente,  il 
n'y  a  aucune  difficulté  à  mettre  les  hachures.  Le  petit  triangle  curviligne 
d'2'e"  de  la  projection  verticale  est  dans  l'ombre;  mais,  il  a  été  im- 
possible de  le  couvrir  de  hachures,  à  cause  de  son  exiguïté. 

Ombre  portée.  —  L'ombre  portée  sur  chaque  plan  de  projection  com- 
prend trois  arcs  de  courbe,  qui  sont  les  traces  des  cylindres  circonscrits 
aux  deux  sphères  et  du  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  d'intersection. 
On  peut  dire  encore  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal,  par 
exemple,  est  la  projection,  faite  parallèlement  aux  rayons  lumineux, 
des  quatre  arcs  de  cercle  projetés  horizontalement  en  3m4,  4^,  2/1,  i3. 
Toutes  ces  projections  cvlindriques  sont  évidemment  des  arcs  d'ellipses. 

Commençons  par  projeter  les  points  i,  2,  3,  4-  Autrement  dit,  menons 
une  parallèle  aux  rayons  lumineux  par  chacun  d'eux  et  prenons  la  trace 
de  cette  parallèle  sur  le  plan  de  projection  le  premier  rencontré.  Les 
points  (i,  i')  et  (3,  3')  donnent  i'  et  3'  sur  le  plan  vertical;  les  deux 
autres  donnent  2"  et  4'  sur  le  plan  horizontal.  (Le  point  2"  n'est  pas  mar- 
qué sur  la  figure,  parce  qu'il  est  caché.  Il  a  été  néanmoins  construit  au 
crayon,  ainsi  que  sa  tangente,  afin  de  guider  le  tracé  de  l'arc  <■"  2", 
dont  une  partie  est  vue.) 

Les  tangentes  en  chacun  de  ces  points  sont  très  faciles  à  obtenir.  Par 
exemple,  la  tangente  au  point  1"  est  la  trace  verticale  du  plan  tangent 
au  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  (0)  le  long  de  la  génératrice  1 1".  Or, 
ce  plan  n'est  autre  que  le  plan  tangent  en  (  i,  i')  à  la  sphère  ;  il  est  donc 
perpendiculaire  au  ravon  (01,  o'i')et  sa  trace  verticale,  c'est-à-dire  la 
tangente  cherchée,  est  perpendiculaire  ào'i'.  Ceci  est  la  tangente  à 
la  projection  cylindrique  de  1/2.  Mais,  c'est  aussi  la  tangente  à  la  pro- 
jection cylindrique  de  l'arc  de  cercle  i3,  car  le  plan  tangent  au  cy- 
lindre projetant  cet  arc.  au  point  (i.  i'),  est  encore  le  plan  tangent  à  la 
sphère  (O),  puisqu'il  contient  deux  droites  de  ce  plan,  à  savoir  la  lan- 
gerfte  au  cercle  et  le  rayon  lumineux. 

Deux  autres    points  importants  sont  les  j^oints  de  rencontre  avec  la 
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ligne  de  terre.  On  les  a  construits  en  cherchant  rinterseclion  de  cette 
lisne  avec  chacun  des  cylindres  circonscrits.  A  cet  effet,  on  a  coupé  par 
le  plan  parallèle  aux  rayons  lumineux  mené  par  œy  (n^iC).  Ce  plan  nesl 
autre  que  le  premier  bissecteur.  Pour  construire  le  point  c",  par  exemple, 
on  a  pris  la  liace  de  ce  plan  sur  le  plan  d'ombre  propre  de  (O).  Cette 
trace  a  été  déterminée  par  les  points  {s,  s'  )  et  {a.  li),  intersections  du 
premier  bisescteur  avec  les  horizontales  du  plan  d'ombre  propre  passant 
par  les  points  (o,  o)  et  {g,  g').  On  a  ensuite  rabattu  ce  dernier  plan 
aulour  de  l'horizontale  {os,  o'  s');  on  a  pris  Tintersection  de  la  droite 
v«,  avec  le  cercle  de  contour  apparent  horizontal,  suivant  lequel  se  rabat 
le  cercle  d'ombre  propre.  Un  seul  point  c,  correspond  à  l'arc  utile  1/2  : 
la  parallèle  à  ol  menée  par  ce  point  rencontre  la  ligne  de  terre  au  point 
r"  cherché.  Les  tangentes  en  ce  point  ont  été  construites  comme  les 
tangentes  aux  points  i",  2",  3",  4".  (Il  a  fallu,  pour  cela,  relever  le  point 
r,  ;  cette  construction  n'est  pas  indiquée  sur  la  figure.) 

Le  point  /•"  a  été  construit  d'une  manière  analogue,  au  moyen  du  cy- 
lindre circonscrit  à  (Oi).  Toutefois,  on  a  négligé  de  faire  le  rabattement 
précédent  et  l'on  s'est  boi^é  à  prendre  l'intersection  de  la  droite  n'r/'  avec 
l'arc  d'ellipse  3'  m'  4  ;  'e  point  /•'  obtenu  a  été  ensuite  projeté  obli- 
([uement.  en  r" ,  sur  a-y.  [Le  point  q'  est  le  point  de  rencontre  du  pre- 
mier bissecteur  avec  l'horizontale  du  point  {p.  p'):  le  point/?'  a  d  ailleurs 
été  obtenu  en  se  rappelant  ([ue  o\  />'  est  parallèle  à  o   if'.] 

Les  éléments  que  nous  venons  de  construire  suffisent  pratiquement 
pour  tracer  l'ombre  portée.  Toutefois,  il  est  utile  de  savoir  déterminer 
les  axes  de  chacun  des  arcs  il'ellipse  qui  constiluenl  celle  ombre.  Le 
-ommet  ir  ,  par  exemple,  est  la  trace  \erticale  du  rayon  lumineux  pas- 
sant par  le  point  (  tr,  (»■'),  oii  la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  propre 
est  de  front.  Le  point  u'  n'a  pas  été  marqué;  car,  cela  eût  été  inutile, 
puisque  la  projection  verticale  du  rayon  lumineux  jiasse  par  o'.  Quant 
au  point  »v,  il  se  trouve  sur  la  ligne  de  rappel  qui  passe  par  le  sommet 
opposé  à  ^  de  la  projection  horizontale  ('),  la  droite  <n»-  ayant,  d'autre 
part,  une  direction  symétrique  de  o' g'  par  rapport  à  la  ligne  de  terre. 

Kn  prenant  la  trace  -"  du  rayon  lumineux  (|ui  p.isse  par  (  o,  o').  on  a 
le  centre  de  l'ellipse  considérée.  On  en  déduit  le  petit  axe,  qui  est  per- 
pendiculaire à  z"  tr"  et  a  pour  longueur  le  diamètre  de  la  sphère  (O). 
<.)utre  le  sommet  n  ",  on  a  construit  le  sommet  rn".  projection  oblique  du 
point  (/?i,  m').  La  tangente  en  ce  point  est  m //i  .  trace  du  plan  langent 
au  c\lindre  circonscrit .    On  n'a  cherché   aucun  élément   relatif  au   petit 


(  '  )    l'iiisqHC  c'est  la   projection   liorizontiile  d'iiii  des  sommets    dn  petit    axe  d'-   l;i 
|ii  "ijrriion  Ncrliralc. 
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arc   l'S',  les  extrémités  et  les  tangentes  en  ces  points  suftisant  pour  le 
tracer  avec  une  approximation  convenable. 


'2.  On  donne  une  sphère  et  un  cùne,  à  base  horizontale  circulaiie^ 
de  sommet  {s,  s')  sur  le  grand  cercle  de  front  de  la  sphère.  Une  géné- 
ratrice de  contour  appxrent  vertical  est  la  tangente  s' d'  à  ce  grand 
cercle;  l'autre  est  s'  v' .  Représenter  la  sphère  entaillée  par  le  cane, 
{/ig.  i5). 

Eléments  de  la  projection  verticale.  —  Le  plan  de  front  os  est  un 
plan  de  symétrie  commun  des  deux  suifaces,  donc  de  leur  inteiseclion. 
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Connue  celle-ci  est  une  biquadralique,  sa  projection  verticale  est  une 
conique  (n"  10).  Cherchons  son  genre  et,  s'il  v  a  lieu,  ses  asymptotes. 
A  cet  effet,  il  nous  faut  chercher  quels  sont,  parmi  les  plans  de  bout, 
ceux  qui  coupent  les  deux  surfaces  suivant  des  sections  homothétiques. 
Comme  toutes  les  sections  de  la  sphère  sont  des  cercles,  cela  revient  à 
chercher  les  plans  cycliques  du  cône.  Nous  avons  d'abord  les  plans  ho- 
rizontaux; donc,  la  ligne  de  terre  est  une  première  direction  asymp- 
totique.  Pour  avoir  l'asymptote  correspondante,  nous  prenons  l'inter- 
section a'  des  diamètres  conjugués  des  plans  horizontaux  (n°10)  et,  par 
ce  point,  nous  menons  la  parallèle  A  à  la  ligne  de  terre. 

L'autre  direction  asymptotique  est  la  direction  d' c'  antiparallèle  à  A 
par  rapport  à  l'angle  d's'i'.  L'asymptote  correspondante  B  se  cons- 
truit, comme  la  précédente,  au  moyen  du  point  de  rencontre  b'  des  dia- 
mètres s'  c'  et  o'  0' . 

En  définitive,  la  projection  verticale  de  l'intersection  est  une  hv- 
perbole,  dont  nous  possédons  les  asymptotes  et  un  point,  à  savoir  le 
point  s'.  Nous  pouvons  donc,  dès  maintenant,  la  construire.  Un  arc 
seulement  est  la  projection  des  parties  réelles  de  la  courbe  de  l'espace; 
il  est  limité  par  les  points  s'  et  i',  le  reste  de  l'hyperbole  étant  constitué 
par  des  branches  virtuelles  (  n°  10). 

Cherchons  les  tangentes  aux  points  d'arrêt  s'  et  i'.  La  tangente  en  s' 
est  évidemment  v'fl?',  car  cette  droite  est  la  trace  du  plan  tangent  commun 
en  (.ç,  s')  aux  deux  surfaces.  Dans  l'espace,  le  point  {s,  s')  est  un  point 
double,  dont  les  tangentes  sont  les  génératrices  d'intersection  du  cône 
avec  le  plan  tangent  en  {s,  s')  à  la  sphère;  ces  deux  génératrices  sont 
confondues  avec  la  génératrice  de  contour  apparent  vertical  {sd,  s' d'). 
Le  point  [s.  s')  est  donc  un  point  de  rebroussenient,  ce  qui  ne  se  voit, 
bien  entendu,  qu'en  projection  horizontale. 

Au  point  (i,  i'),  la  tangente  est  de  bout,  car  les  plans  tangents  en  ce 
|)oint  aux  deux  surfaces  sont  de  bout  et  distincts.  \in  projection  hori- 
zontale, la  tangente  au  point  i  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
Mais,  en  projection  verticale,  il  nous  faut  chercher  la  trace  du  plan 
osculateur  (n"  1  ).  A  cet  effet,  nous  appliquons  le  théorème  de  Meusnier 
(  n"  G).  Le  centre  de  courbure  normale  de  la  sphère  est  (o,  o').  (^uani  à 
celui  du  cône,  il  se  trouve  d'abord  sur  la  normale  i'  e"  (perpendiculaire 
à  s'  \')  et  ensuite  sur  l'axe  e'e"  du  cercle  de  section  par  le  plan  hori- 
zontal du  point  i',  lequel  cercle  est  bien  langent  à  la  droite  de  bout;  ce 
centre  de  courbure  normale  est  donc  le  point  c' .  Le  centre  de  courbure 
de  h  cotirbe  d'intersection  est  maintenant  la  projection  de  i'  sur  o'  e'' ; 
par  suite,  la  tangente  en  i'  est  perpendiculaire  à  o'  e" . 

Nous  pouvons  profiter  de  cette  construction  pour    avoir  lo    centre   de 
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couibiire  de  la  projection  liorizontale  au  poiiil  i.  Il  suffit  d'appliquer 
encore  une  fois  le  théorème  de  Meusnier.  mais  au  cylindre  projetant  hori- 
zontalement la  courbe.  Le  centre  de  courbure  de  la  section  droite  de  ce 
cylindre  se  trouve  sur  l'axe  de  courbure  de  la  courbe  de  l'espace,  c'est- 
à-dire  sur  o'  e  ;  il  se  trouve  aussi  sur  la  normale  au  cylindre;  cest  donc 
le  point  (o),  o/);  o)  est  le  centre  de  courJMire  cherché  ('). 

Construclion  d'un  point  quelconque.  —  Notre  cône  possède  à  la  fois 
des  cercles  et  des  droites.  Delà  résultent  deux,  méthodes  pour  cons- 
truire un  point  quelconque  de  l'intersection  (n"  ko). 

Première  méthode.  —  Coupons  par  un  plan  horizontal  11';  il  cou|)e  la 
sphère  suivant  un  cercle,  de  rayon  a'V''  et  dont  la  projection  horizontale 
est  un  cercle  égal,  de  centre  o;  il  coupe  le  cône  suivant  un  autre  cercle 
de  centre  (<,  i'  )  et  de  rayon  if  et  projeté  également  en  vraie  grandeur 
sur  le  plan  horizontal.  Ces  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points  sy- 
métriques par  rapport  au  plan  de  front  od\  (3,3')  est  l'un  d'eux. 

Les  points  (4.  4')  et  (5,  4')  du  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère 
ont  été  obtenus  de  cette  manière. 

Pour  avoir  la  tangente  en  (3,  3'), -on  a  pris  l'intersection  de>  plans 
tant^ents,  en  les  coupant  par  le  plan  horizontal  auxiliaire  A,  Le  plan 
lan<^ent  au  cône  contient  la  génératrice  (^3,  s'  3'),  qui  est  coupée  par  A 
au  point  {j\J')',  il  contient  aussi  la  tangente  au  cercle  de  section  par  H', 
laquelle  est  perpendiculaire  au  rayon  /3;  le  plan  horizontal  A  coupe  le 
plan  langent  suivant  une  parallèle  à  cette  tangente,  projetée  horizon- 
talement en  /7,  perpendiculaire  à  /3.  Le  plan  tangent  à  la  sphère  est 
perpendiculaire  au  rayon  (o3,  o'3').  La  frontale  (3^,  3'A')  perce  le 
plan  A  en  (/.,  /.');  par  le  point  A,  nous  menons  ensuite  une  perpendi- 
culaire kt  à  o3  et  nous  axons  la  projection  horizontale  de  rinlersection 
du  plan  auxiliaire  avec  le  plan  langent  à  la  sphère.  Cette  droite  ren- 
contre /t  au  point  t,  qui  se  rappelle  en  t'  sur  A.  La  tangente  au  point 
(33')  est  finalement  (3^,  3'^'). 

Deuxième  méthode.  —  Nous  allons  construire  l'interseclion  tie  la 
génératrice  {sm,  s' m' )  avec  la  sphère.  A  cet  elVet,  nous  coupons  par  le 
plan  projetant  horizontalement  cette  droite  (  n°  VO)  et  nous  rabattons  ce 
plan  sur  le  plan  hoiizontal  du  centre  de  la  sphère.  Le  cercle  d'inter- 
section a\ec  la  sphère  se  rabat  suivant  un  cercle  de  diamètre  n/>  et  la 
droite  suivant  s^/n.  Ces  deux  rabaltements  se  rencontrent  au  point  5,. 
i|ni  m;  nr»ns  intéresse  pas  et  au  point  11,  qui  se  rolève  en  {"?.,  2). 

(  ')  L;i  li^nc  «le  lappi'l  (>"•<'  a  t'-lé  mililicic  sur  la  liyiuc. 
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l^our  \ariei'.  construisons  la  tangente  en  ce  point  pai-  la  mélliode  des 
normales.  La  normale  à  la  sphère  est  (02,  o'a').  La  normale  au  cône  est 
projetée  horizontalement  suivant  le  rayon  iq  du  cercle  de  section  du 
cône  par  le  plan  horizontal  2' q' .  Pour  avoir  sa  projection  verticale, 
nous  coupons  le  pian  tangent  par  le  plan  de  front  ru.  Ce  plan  rencontre 
la  génératrice  en  {^r,  r' )  et  la  tangente  au  cercle  en  (//,  «  );la  projection 
verticale  de  la  normale  au  cône  est  la  droite  2'r'  perpendiculaire  à  r'  u' . 
Il  faut  mener  maintenant  la  perpendiculaire  au  plan  des  deux  normales. 
En  projection  horizontale,  nous  menons  la  perpendiculaire  à  riiorizon- 
tale  ov  et,  en  projection  verticale,  nous  menons  la  perpendiculaire  à  la 
frontale  0'  q\ 

Pour  mieux  guider  la  courbe  en  projection  horizontale,  on  a  conslruit 
un  autre  point,  par  la  deuxième  méthode,  entre  les  points  i  et  2.  En  se 
servant  du  cercle  de  courbure  au  point  i,  on  a  pu  tracer  la  courbe  avec 
une  exactitude  suffisante. 

Ponctuation.  —  Il  faut  ponctuer  la  courbe  sur  la  sphère.  En  pro- 
jection verticale,  tout  est  vu.  En  projection  horizontale.  Tare  5^4  serait 
caché;  mais,  il  redevient  vu  comme  contour  apparent  (n"  11.  II,  c),  la 
portion  de  sphère  qui  le  cachait  étant  enlevée  par  le  cône. 

L'arc  4^5  du  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  et  Varc  s'  h'  \' 
de  son  contour  apparent  vertical  sont  enlevés,  parce  qu'intérieurs  au 
cône.  Le  segment  s' i.'  est  seul  conservé  dans  le  contour  apparent  du 
cône;  il  est  évidemment  caché  par  la  sphère. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Construire  l'intersection  dune  sphère  avec  une  droite  de  profil 
déterminée  par  deux  de  ses  points. 

2.  Construire  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  donné  sur 
une  sphère. 

3.  Conslruiie  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  donné  sur 
la  section  d'une  sphère  par  un  plan  donné. 

i.  On  donne  un  point  P  à  l'intérieur  d'une  sphère.  Construire  les 
deux  projections  du  petit  cercle  de  la  sphère  ayant  pour  centre  ce 
point. 

3.  On  donne  un  point  Psur  une  sphère.  Construire  les  deu\  pro- 
jections du  petit  cercle  de  la  sphère  qui  admet  P  pour  pôle  et  les  deux 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  pour  rayon. 
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6.  On  donne  deux  splières  de  rayons  respectifs  loo  et  -o  et  de  centres 
respectifs  ( — 5o,  loo,  loo)  et  (60,70,  70).  Représenter  la  grande  en- 
taillée par  la  petite. 

7.  On  prend  les  deux  sphères  précédentes  et  l'on  en  ajoute  une  troi- 
sième, de  centre  (0,  5o,  5o)  et  de  rayon  .5o.  Représenter  le  solide  commun 
aux  trois  sphères. 

8.  On  donne  une  sphère  de  centre  (o,  60,  5o)  et  de  rayon  5o  et  un 
point  lumineux  ( — i  10,  170,  160).  Construire  l'ombre  propre  de  la 
sphère  et  son  ombre  portée  sur  les  deux  plans  de  projection.  Construire 
les  foyers  de  chaque  ombre  portée  en  appli(iuanl  le  théorème  élémentaire 
de  Dandelin. 

9.  On  donne  une  sphère  et  une  droite.  (Construire  l'angle  des  plans 
tangents  à  la  sphère  menés  par  la  droite.  (Le  problème  revient  à  cons- 
truire la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  la  droite.) 

10.  Mener,  par  une  droite  donnée,  un  plan  coupant  une  sphère  donnée 
sous  un  angle  donné.  (Les  plans  qui  coupent  une  sphère  donnée  sous  un 
angle  donné  enveloppent  une  sphère  concentrique.) 

11.  On  donne  une  sphère  S,  une  droite  D  et  un  point  P.  Mener,  par  P, 
une  droite  rencontrant  D  et  coupant  S  sous  un  angle  donné.  (Les  droites 
qui  coupent  S  sous  un  angle  donné  sont  tangentes  à  une  sphère  concen- 
trique. ) 

12.  Mener,  par  un  point  donné,  un  plan  tangent  à  deux  sphères 
données.  (Le  plan  doit  passer  par  un  centre  de  similitude  des  deux 
sphères.)    • 

V.].  Construire  les  plans  tangents  communs  à  trois  sphères  données. 

\ï.  Construire  les  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  de  révolution 
de  même  sommet.  (On  se  ramène  à  1?..  en  inscrivant  des  sphères.) 

l'i.   (Construire  les  normales  communes  à  deux  cônes  de  révolution. 

16.  <  Ml  donne  un  cylindre  (luelconcjue  à  base  horizontale  circulaire  et 
une  droite  D.  Mener  au  cylindre  une  normale  s'appuyant  sur  Del  faisant 
avec  ct'tle  droite  un  angle  donné.  ((Chercher  il'abord  la  direction  de  cette 
normale  par  l'irjtersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un  j)lan  perpen- 
diculaire il  I).  ) 

17.  Mener,  p;\r  \ine  droite  h.  un  plan  coupant  un  cône  de  révolution 
donne  suivant  une  parabole  {cf.  Lxercice  proposé  n"  IV  du  ("hapitre  111). 
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18.  Même  queslion,  la  conique  devant  être  une  lij'perbole  dont  les 
asymptotes  font  un  angle  donné  ou  une  ellipse  semblable  à  une  ellipse 
donnée.  (Les  plans  coupant  suivant  une  conique  satisfaisant  à  la  condi- 
tion imposée  sont  parallèles  aux  plans  tangents  dun  cône  de  révolution.) 

19.  On  donne  un  cône  de  révolution  et  une  droite  D.  Mener  une  nor- 
male au  cône  coupant  D  sous  un  angle  donné. 

20.  Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  (lo,  i5o,  i4o)'  Son 
axe  passe  par  le  point  ( — loo,  6o,  70).  Enfin,  l'angle  au  sommet  est  80'. 
Construire  l'ombre  propre  et  les  ombres  portées  sur  les  plans  de  projec- 
tion, les  ravons  lumineux  étant  à  45°- 

21.  Construire  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution,  connaissant  une 
génératrice,  le  rayon  et  sachant  que  le  cylindre  est  tangent  au  plan 
horizontal. 

22.  Construire  l'axe  d'un  cône  de  révolution,  connaissant  deux  géné- 
ratrices SA  et  SB  et  sachant  que  le  cône  est  tangent  à  un  plan  horizontal. 
(On  peut  construire  la  génératrice  de  contact  avec  le  plan  horizontal  par 
l'artifice  suivant.  Soit  C  un  point  de  cette  génératrice.  Portons,  sur  les 
génératrices  données,  les  longueurs  SA  =:  SB  =:  SC  La  droite  AB  ren- 
contre le  plan  horizontal  en  un  point  P  tel  que  PA.PBzirPC  .  On  en 
déduit  la  construction  du  point  C  par  l'intersection  d'un  cercle  de 
centre  S  avec  un  cercle  de  centre  P.) 

23.  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  donnés  et  tangente 
au  plan  horizontal.  (Le  point  de  contact  se  construit  par  un  artifice 
analogue  au  précédent.) 

24.  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  et 
tangente  aux  deux  plans  de  projection.  (Le  point  de  contact  avec 
chaque  plan  de  projection  se  trouve  sur  un  cercle  ayant  pour  centre  la 
trace  de  AB  sur  ce  plan.) 

25.  On  donne  un  cercle  C  dans  le  plan  horizontal  et  un  cercle  C  dans 
le  plan  vertical.  Construire  une  sphère  orthogonale  à  ces  deux  cercles. 
(Le  centre  se  trouve  sur  la  lig-ne  de  terre  et  dans  le  plan  radical  de  deux 
sphères  quelconques  passant  respectivement  par  les  deux  cercles  donnés.) 

26.  On  donne  une  sphère,  de  centre  (o,  90,  90)  et  de  ra)  on  90.  Un 
cylindre  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  de  rayon  7.5  et 
de  centre  ( —  35,  70,  0).  La  génératrice  issue  du  point  de  contact  de  la 
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base  avec  la  ligne  de  terre  passe  par  le  poinl  (o,  90,  i35).  Représenter 
la  sphère  entaillée  par  le  cylindre. 

27.  Une  sphère  a  pour  rayon  32  et  pour  centre  ( — 100,  60,  joo).  Un 
cône  de  révolution,  de  sommet  ( — 35,  90,  i:^5),  a  pour  base  un  cercle 
de  rayon  ôo  dans  le  plan  horizontal.  L'ensemble  des  deux  solides  est 
éclairé  par  des  rayons  lumineux  de  front,  venant  de  gauche  et  inclinés 
à  45°  sur  .ry.  Représenter  les  deux  solides  avec  leurs  ombres  propres, 
l'ombre  portée  par  la  sphère  sur  le  cône  et  les  ombres  portées  sur  le  plan 
horizontal.  ^ 

28.  Un  cylindre  a  pour  base,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  de 
centre  ( —  35,  90,0)  et  de  rayon  5o.  Ses  génératrices  ont  p'our  paramètres 
directeurs  (i,  o,  i).  On  considère  le  rayon  de  la  base  qui  a  pour  angle 
polaire  120°  et  l'extrémité  a  de  ce  rayon.  Sur  la  génératrice  issue  de  ce 
point,  on  prend  le  point  de  cote  io5  et  Ton  considère  une  sphère  tangente 
en  ce  point  au  cylindre  et  tangente  au  plan  horizontal.  Représenter  le 
solide  commun. 

29.  On  donne  une  sphère  de  centre  (0,  100,  100)  et  de  rayon  100  et 
une  surface  de  vis  à  filet  carré  (t.  II,  n"  610)  admettant  pour  axe  le 
diamètre  vertical  de  la  sphère  et  dont  le  pas  est  égal  à  70.  Une  généra- 
trice de  cet  hélicoïde  est  la  demi-droite  de  cosinus  directeurs  (1,  o,  o) 
issue  du  point  le  plus  bas  de  la  sphère.  Représenter  la  sphère  entaillée 
par  l'hélicoïde. 
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SLUFACES    DE    RÉVOLUTION. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  On  donne,  dans  le  plan  horizontal,  un  cercle  de  rayon  i2  et  de 
centre  (12,  80,0)  el,  dansle  planvertical,  un  autre  cercle  de  même  rayon 
et  de  centre  (18,  o,  20).  On  considère  la  courbe  de  l'espace  qui  se 
projette  suivant  ces  deux  cercles.  On  la  fait  tourner  autour  de  l'axe 
vertical  qui  a  pour  trace  horizontale  le  point  (o,  80  —  i2\/3,  o)  {fig  16). 

Construire  ses  contours  apparents  et  ponctuer  la  courbe  génératrice. 

La  courbe  génératrice  G  est  une  biquadratique.  dont  la  projection 
horizontale  est  l'arc  de  cercle  dce,  limité  par  la  ligne  de  rappel  dd 
tangente  au  cercle  du  plan  vertical.  De  même,  la  projection  verticale  est 
l'arc  de  cercle  c'  d  c" . 

La  trace  horizontale  o  de  l'axe  se  trouve  sur  la  tangente  en  b  au  cercle 
du  plan  horizontal  et  1  on  a 

60  =  1 2  \  3  ^=  ab\' o . 

Il  en  résulte  que  l'angle  oaù  est  égal  à  60°;  coiiime  lepoint /■  est.  daprès 
les  données  numériques,  au  milieu  de  ab,  oa  passe  par  d. 

Commençons  par  construire  les  points  remarquables  de  la  méridienne 
principale. 

Les  points  les  plus  hauts  et  les  plus  bas  sont  donnés  par  les  parallèles 
des  points  (/,  /'),  (/',  /"),  {g,  /'),  (g,  J").  Les  traces  de  ces  parallèles  sur 
le  plan  de  front  F  de  l'axe  sont  respectivement  les  points  (  5;,  5'),  (5,  9  ), 
(3,  3'),  (3,  II')  et,  bien  entendu,  leurs  svmétriques  par  rapport  à  o'  z' . 
Cherchons  les  tangentes  et  les  rayons  de  courbure  en  ces  difTérenls 
points. 

La  tangente  en  (/*,  /')  à  G  coïncide  avec  la  tangente  au  parallèle  qui 
passe  par  ce  point.  On  se  trouve  donc  dans  le  cas  d'exception  de  la  déter- 
mination du   plan  tangent  (t.   II,  n"  363).  Pour  trouver  ce  plan,  appli- 
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quons  le  ihéorème  de  Meusnier  à  la  courbe  G.  Le  centre  de  courbure 
normale  de  la  courbe  considérée  comme  tracée  sur  le  cylindre  C  qui  la 
projette  horizontalement  est  le  centre  {a,  a')  de  la  section  droite  de  ce 
cylindre.  Si  Ton  considère  maintenant  la  courbe  comme  tracée  sur  le 
cylindre  C  qui  la  projette  verticalement,  son  rayon  de  courbure  normale 
est  donné  par  la  formule  dl^uler  (l,  11,  n°  339).  La  tangente  à  la 
section  droite  du  cylindre  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre;  elle  fait  un 
angle  de  3o°  avec  la  tangente  à  G;  on  a  donc 

I        cos'^  3o"  3  I 


pi  12  /|   X  12  i6 

Dès  lors,  le  centre  de  courbure  normale  se  projette  verticalement 
en  p' ,  à  iG""»  au-dessous  de  /'.  L'axe  de  courbure  de  G,  qui  passe 
par  les  deux  centres  précédents,  a  pour  projection  verticale  a'  />'.  11 
rencontre  l'axe  de  révolution  au  point  ii\  qui  est  le  centre  de  courbure 
normale  de  G  sur  la  surface,  puisque  G  est  tangente  au  parallèle 
(t.  II,  n°  363).  Il  suit  de  là  que  la  normale  en  5'  à  la  méridienne 
principale  est  5'«';  en  menant  une  perpendiculaire,  on  a  la  tangente 
5'  t'. 

Lé  point  5'  est  à  la  fois  le  point  le  plus  haut  et  le  plus  à  droite  de 
la  méridienne  principale;  il  en  résulte  que  c'est  nécessairement  un  point 
de  rehroi/ssement  et  le  parallèle  qu'il  engendre  est  un  parallèle  de 
rebroussement  (*). 

La  tangente  en  9'  se  déduit  de  la  précédente  par  symétrie,  car  le  plan 
horizontal  passant  par  le  centre  /«'  du  cercle  vertical  est  un  plan  de 
symétrie  pour  G,  donc  pour  la  surface. 

La  tangente  à  G  au  point  (^, /')  est  une  horizontale  projetée  horizon- 
talement en  s^o;  elle  ne  coïncide  pas  avec  la  tangente  au  parallèle;  donc, 
le  plan  tangent  en  ce  point  est  horiconlal.  Il  en  résulte  ([ue  la  tangente 
en  3'  est  parallèle  à  xy.  Cherchons  le  centre  de  courbure. 

A  cel  eflet,  nous  allor;s  chercher  le  rayon  de  courbure  normale  corres- 
pondant à  la  tangente  ^'O.  Ce  rayon  est  le  même  que  le  rayon  de  courbure 
normale  de  la  courbe  G  considérée  comme  tracée  sur  le  cylindre  C. 
Comme  le  plan  de  front  ah  est  un  plan  de  symétrie  à  la  fois  pour  la 
courbe  et   pour  ce   cylindre,  ce   rayon  de   courbure  est  le  même  qu'au 


C)  Tous  les  [loiiits  (If  rc  parallclf  suiil  iloiic  des  points  siii;;iilicis  de  la  surface  de 
révoliiiioii.  On  peut  alors  ohjecler  (|iic  le  llicurèinc  de  Meusnier  ne  leur  est  plus 
applii-.abic  <t  mellre  ru  doute  la  eonstruction  préeédcnte  de  la  tangente.  En  réalili'. 
on  peut  admettre  la  validité  de  relte  ronsirurlion,  en  reniar(|nant  qu'elle  rsl  valable 
[tOHT  un  point  infiniment  voisin. 


Fi  g.  .6. 
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poinl    symétrique    i/,J'),    soil  J'p'.    Le  centre   de   courbure   u'  de   la 

méridienne  principale  au  point  3'  a  donc  même  cote  que    le   point  p' . 

Un  a  tracé  une  partie  du  cercle  de  courbure  et  Ion  a  fait  de  même  pour 

le  point  symétrique  i  i  . 

11  y  a,  sur  G,  deux  autres  points  à  tangente  horizontale:  ce  sont  les 

points  (c.  c')  et  (  c,  c"),  où  la  tangente  est  de  bout,  d'ailleurs  distincte  de 

la  tangente  au  parallèle.  Le  plan  tangent  en  chacun  d'eux  est  horizontal; 

donc,  les  tangentes  aux  points  4'  et  lo'  de  la  méridienne  sont  parallèles 

à  ./•>•.  Cherchons  le  centre  de  courbure  du  point  4  •  Le  rayon  de  courbure 

est  le  deuxième  rayon   de   courbure  principale.    Le    premier  est  infini, 

car  la  normale  en  ce  point  est  paiallèle  à  Taxe  et,   par  conséquent,   le 

rencontre  à  l'infini.  Dès  lors,  si  U  désigne  le  rayon  cherché  et  si  r  désigne 

le  rayon  de  courbure  normale  de  G,  on  a.  en  vertu  de  la  formule  d'Euler 

et  en  observant  que  les  tangentes  à  G  et  à  la  méridienne  font  entre  elles 

/^        /\ 
un  angle  x  =  cas  ^  coh,  dont  la  tangente  est  -^^j 

I       cos-  y. 3 

donc,  H  = — •   Reste  à  trou\er  r.   Sur  C,  le  centre  decouibure  normale 

de  ("r  est  (<7,  h');  sur  G',  il  est  à  l'infini  sur  la  normale  cm';  Taxe  de 
courbure  de  G  est  donc  la  parallèle  à  c' m'  menée  par  //';  il  rencontre  la 
normale  à  la  surface  de  révolution  en  un  point  symétrique  de  c'  par 
rapport  à  c'.  Donc,  r  z=z  c'  c".  l-"inalement,  le  rayon  de  courbure  de  là 
méridienne  au  point  4'  est  égal  aux|  de  c' c"  et  dirigé  vers  le  haut.  On  a 
tracé  la  partie  utile  du  cercle  de  courbure  et  Ton  a  fait  de  même  pour  10'. 
Cherchons  maintenant  les  points  les  plus  à  droite  et  les  plus  à  gauche  de 
la  méridienne  principale.  Les  parallèlesmaximaelminimasont engendrés 
par  les  points  (/,  y"),  (/,./")»  l/f,  (^')-:  (^,  ^')-  Les  deux  premiers  redonnent 
les  points  5'  et  9'.  Les  deux  autres  donnent  respectivement  i'  et  S  ,  En 
chacun  des  points  {d,  cl)  et  (<?,  e),  la  tangente  à  G  est  verticale;  il  en 
est  de  même  des  tangentes  à  la  méridienne.  Le  ravon  de  courbure 
normale  pour  C  est  infini,  puisque  c'est  le  rayon  de  courbuie  de  la 
génératrice.  Comme  la  surface  de  révolution  est  tangente  en  [(i,d')  à  ce 
cylindre  et,  par  suite,  admet  la  même  normale,  elle  admet  aussi  la  même 
courbure  normale;  il  résulte  de  là  (|ue  la  méridienne  principale  a  un 
ravon    de  courbure  inlinl  au  point  1'  ('). 


{' )   r.iiiiinie  ce  point  n'c^t  pas  à  visil)lr  iiillexioii,  le  coiilacl  île  \,\  courlu'  ;ivcc  sa 
laii^eiiti-  est  au  moins  du  Iroisiènie  ordre  ((.  il,  n*  21'.)).    Il    x'rail  facile,  au  iiio>i-n 

il.-  I.i  l'.i'iiiiil''  ({'KuliT,  (lr  i.ilriiliM-  le  rayon  de  coui-liurr  au  pniui  S'. 


i 
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Pour  bien  préciser  la  courbe,  on  a  encore  construit  les  points  2',  6' 
et  7',  fournis  respectivement  par  {Ii,  h'),  (;,  h')  et  (y,  ./')• 

Jonction  des  points.  —  Partons  d'un  point  ([uelconque  de  G.  Suivons 
cette  courbe  et,  chaque  fois  que  nous  rencontrons  un  point  ayant  donné 
un  point  de  la  méridienne  principale,  numérotons  celui-ci.  Observons 
d'ailleurs  que,  pour  suivre  la  courbe  G,  il  faut  appliquer  la  mélliode  in- 
diquée au  n°  31  pour  la  jonction  des  points  dans  une  intersection  de 
cylindres,    les  deux,  cylindres  étant  ici  C  et  G'. 

Partons,  par  exemple,  du  point  {d,  d'),  qui  donne  (i,  i').  Le  sens  de 
parcours  en  projection  horizontale  est  imposé  par  le  plan  limite;  en  projec- 
tion verticale,  choisissons  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre.  JNous  ren- 
controns (/i,  //'),  d'où  (2,  2');  (^, /'),  d'où  (3,  3');  (c,  c'),  d'où  (4,  4'). 
Nous  rebroussons  alors  chemin  en  projection  verticale  et  nous  rencon- 
trons (/,/),  d'où  (5,  .V);  {i,  II'),  d'où  (6,  6');  (y,/),  d'où  (7,  7'); 
(e,  e'),  d'où  (4,  8').  Nous  rebroussons  chemin  en  projection  horizontale 
et  nous  rencontrons  (/,/"),  d'où  (5.9');  {c,  c").,  d'où  (4,  10').  Nous 
rebroussons  chemin  en  projection  verticale  et  nous  rencontrons  {g,  f"), 
d'où  (3,  II');  (A,  //'),  d'où,  (2,  12');  nous  retombons  enfin  sur  notre 
point  de  départ  {d,  d'),  donc  sur  (i,  i').  Il  ne  reste  plus  qu'à  joindre  les 
points  dans  l'ordre  des  numéros. 

Ponctuation.  —  En  projection  horizontale,  la  nappe  engendrée  par 
l'arc  de  méridienne  i'  2'  3'  4'  5'  est  seule  vue.  Les  parallèles  de  contour 
apparent  engendrés  par  (  1 ,  1')  et  (5,  5')  sont  donc  vus,  tandis  que  le 
parallèle  engendré  j)ar  (4,  8')  est  caché.  Quant  à  la  courbe  G,  elle  n'a, 
sur  la  nappe  ci-dessus,  que  l'arc  {dhcf,  d' h'c'f'),  puisque  c'est  cet  arc 
qui  donne  naissance  à  l'arc  i'2'3'4'5'  de  la  méridienne.  On  en  conclut 
que  l'arc  d/if  doil  être  tracé  en  trait  plein  et  Vaicfe  en  pointillé. 

En  projection  verticale,  la  seule  nappe  vue  est  engendrée  par  S'S'g'. 
Cet  arc  et  son  symétrique  sont  donc  les  seuls  à  tracer  en  trait  plein. 
Nous  avons  maintenant,  pour  compléter  le  contour  apparent,  les  paral- 
lèles engendrés  par  les  points  (5,  5'),  (5,  9''),  (4,  4')î  (4)  lo')-  Les  deux 
premiers  seuls  sont  vus.  Quant  à  la  courbe  G,  elle  a  sur  la  nappe  vue 
Vavc  {fef,  f'e'/'').  L'arc /'e'/"  de  sa  projection  verticale  est  donc  seul 
à  tracer  en  trait  plein. 

2.  Ombre  d'un  tore  à  axe  vertical,  éclairé  par  des  rayons  lumi- 
neux à  4>^°  {/Îq-  17)- 

Le  contour  apparent  horizontal  du  tore  se  compose  de  ses  deux  paral- 
lèles maximum  et  minimum.  Le  contour  apparent  vertical  se  compose 
IIaag.  —  Exercices,  IV.  b 
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des  deux  cercles  méridiens  de  fronl  et  des  deux  parallèles  le  plus  haut  el 
ie  plus  bas. 

H  s'agit  maintenant  de  conslruire  la  cour]>e  d'ombre  propre,  c'est- 
à-dire  la  courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  la  direction  (o7,  o'/').  Commençons  par  conslruire 
ses  points  remarquables. 

Points  sur  les  contours  apparents.  —  Sur  le  contour  apparent  hori- 
zontal, nous  avons  les  points  (5,  5' ),  (i3,  i3'),  (22,22'),  (3o,  3o'),  dont 
les  projections  horizontales  sont  les  points  de  contact  des  tangentes  aux 
deux  cercles  de  contour  apparent  parallèles  à  la  projection  horizontale 
des  rayons  lumineux. 

Sur  le  contour  appaient  vertical,  nous  avons  les  points  (3,  3),  (24,  24  )» 
(32,  32'),  (li,  II'),  dont  les  projections  verticales  sont  les  points  de  con- 
tact des  tangentes  aux  cercles  méridiens  de  front  parallèles  à  o'  i .  Sur  les 
parallèles  le  plus  iiaut  et  le  plus  bas,  il  n"y  a  évidemment  pas  de  points 
d«  Ja  courbe,  puisqu'en  chaque  point  de  ces  parallèles,  le  plan  tangent 
est  horizontal  el  ne  saurait  être,    par  conséquent,   parallèle  à   (0/,  o' l'). 

Parallèles  limites.  —  Ce  sont  ceux  qui  passent  par  les  points  de  con- 
tact des  rayons  lumineux  tangents  à  la  section  du  tore  par  le  plan 
méridien  de  symétrie  ol.  Pour  avoir  ces  points,  faisons  une  rotation 
amenant  ce  plan  à  être  de  front.  La  nouvelle  direction  des  ravons  lumi- 
neux est  (o/,,o'/,  ).  .Nous  menons  des  tangentes  aux  méridiens  de  fiont 
parallèJennenl  à  celle  direction;  les  points  de  contact  pour  le  cercle  <i \ 
par  exemple,  soûl  les  extrémités  c'^  el  d\  du  diamètre  perpendiculaire 
à  o'/,.  Les  parallèles  passant  par  ces  deux  points  sont  les  parallèles  limites. 
Si  1  on  fait  la  rotation  inverse  de  la  rotation  précédente,  les  points 
{Cy^c\)  et  {di,  d^)  viennent  en  (i,  1  )  et  (1^6.26').  On  a,  de  même,  le* 
]>oints  (9.9')  el  (iS,  18'),  au  ujoyen  de  l'autre  cercle  méridien  ou,  plus 
simplement,  en  prenant  les  symétriques  des  points  précédents  par  rap- 
port au  centre  (o,  o'  )  du  tore,  qui  est  évidemment  un  centre  de  svmétrie 
pour  la  courbe. 

Nous  avons  maintenant  tous  les  points  remarquables.  Comme  la  courbe 
à  tracer  est  de  forme  très  compliquée,  il  est  nécessaire  d'en  chercher 
d'autres  points.  Nous  pouvons  d'aboid  prendre  les  svmélriques  des  points 
sur  le  contour  apparent  vertical  par  rapport  au  plan  méridien  de  svmé- 
trie ol.  Nous  obleiions  ainsi  les  points  situés  dans  le  jilan  méridien  de 
profil  :  (7,  /),  (i5,  i5'),  (20,  20'),  (28,  28'). 

(.Iierchons  maintenant  les  points  situés  dans  le  plan  horizontal  il'. 
(Construisons  d'abord  les  points  situés  sur  le  parallèle  qui  passe  par  {s,  s'). 
l^  cône  circonscrit  le  long  de  ce  parallèle  a  pour  sommet  (o,  ^').  Par  ce 
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point,  nous  menons  la  paralKle  aux  ia\ons  lumineux  et  nous  prenons  la 
trace  {a,  li )  de  celte  droite  sur  M'.  t>e  ce  point,  nous  menons  les  tan- 
gentes au  parallèle  considéré.  Les  points  de  contact  (21,  21')  et  (3r,  3i  1 
sont  les  points  cherchés. 

Nous  avons  maintenant,  dans  le  plan  11',  un  second  parallèle,  qui  passe 
par  (/,  t').  Le  cône  circouscrrit  qui  l'admet  comme  cercle  de  contact  est 
évidemment  parallèle  au  précédent.  Donc,  les  génératrices  de  contact  des 
plans  tangents  à  ce  cône  parallèles  aux  rayons  lumineux  sont  parallèles 
aux  génératrices  analogues  du  cône  précédent.  En  outre,  si  on  les  oriente 
du  sommet  vers  la  hase,  elles  ont  des  orientations  opposées  sur  les  deux 
cônes.  Si  l'on  remarque  enfin  que  la  projection  horizontale  commune  des 
deux  sommets  est  o,  on  déduit  du  point  (21,  21')  le  point  (r4,  i4  )  et  du 
point  (3r,  3r')  le  point(4,  4'). 

Une  symétrie  par  rapport  au  centre  du  tore  nous  donne  ensuite  les 
points  (29,  29'),  (6,  6'),  (28,  28'),  (12,  12'). 

Cherchons  enfin  les  points  situés  dans  le  plan  méridien  MN.  Par(/,  /'), 
menons  une  parallèle  aux  ravons  lumineux  et  une  perpendiculaire  à 
à  .AI\;  elles  percent  respectivement  .MN  au  point  (0,0')  et  en  un  point 
projeté  horizontalement  en  c  et  ayant  même  cote  que  /'.  Il  faut  mainte- 
nant mener  aux  cercles  méridiens  du  plan  M_\  des  tangentes  parallèles  à 
la  droite  joignant  ces  deux  points,  ce  qui  se  tait  au  moven  dune  rotation 
amenant  .M\  à  être  de  front.  Le  point  {0,0')  ne  bouge  pas;  »'  vient  en 
<'i,  qui  se  rappelle  en  t[.  sur  /'/,,  .\ous  menons  alors  les  diamètres  des 
cercles  méridiens  de  front  perpendiculaires  à  o' v[  et  nous  faisons  faire  à 
leurs  extrémités  la  rotation  inverse  de  la  précédente.  Le  point  (fï'i,"','), 
par  exemple,  nous  donne,  de  la  sorte,  le  point  (2,2)  et  Ion  construit 
de  mémo  (25,  25'),  (33,  33'),  (10, 10'  j. 

Lne  symétrie  par  rapport  au  plan  vertical  0/  nous  donne  ensuite  les 
points  (16,16').  (27,27),  (19,19'),  (8,8'). 

Nous  avons  maintenant  suffisamment  de  points  pour  tracer  la  courbe 
avec  une  exactitude  convenable.  Toutefois,  nous  allons  encore  construire, 
à  titre  d'exemple,  les  tangentes  aux  points  5'.  i3',  22',  3o'  de  la  projec- 
tion verticale,  en  appliquant  le  théorème  de  Dupin  (n°  08). 

Comnaençons  par  le  point  (5,  5).  La  tangente  en  ce  point  est  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  des  rayons  lumineux  par  rapport  à  l'indi- 
catrice d'Euler.  Pour  faire  la  construction,  amenons  le  point  considéré 
en  (e,  o),  par  une  rotation,  afin  que  le  plan  tangent  soit  de  front  et  que 
les  figures  que  nous  devons  y  tracer  se  projettent  verticalement  en  vraie 
grandeur.  Les  rayons  de  courbure  principaux  sont/' a'  et/'ô';  ils  sont 
de  même  sens;  donc,  l'indicatrice  est  une  ellipse.  Prenons  comme  unité 
de  longueur /'o' ;  nous  avons  le  demi-grand  axe  de  cette  ellipse.  Le  demi- 
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petit  .ixe  a  pour  loni;iicur  \  f  l>'  ou,  en  rendant  liomogène  (l.  II,  n°  3), 
\J f  b'  .f  o' .  On  construit  cette  loniiueur  par  une  moyenne  proporlionnelle, 
soit/'^,  que  nous  reportons  ensuite  en  o' h.  Dans  la  position  actuelle, 
la  direction  des  rayons  lumineux  a  pour  projection  verticale  o'l\.  Nous 
construisons  son  diamètre  conjugué  par  rapport  à  l'ellipse  dont  les  demi- 
axes  sont  o'f  et  o'h.  Cette  construction  se  fait  au  moyen  du  cercle 
principal  (t.  11,  n"  539).  On  construit  le  rabattement  o' i^  de  l\o' i,  en  se 
servant  du  point  i  àa  f  h.  f|ui  se  rabat  sur  la  droite  à  45°  menée  par  y. 
Puis,  on  abaisse  la  perpendiculaire  f'j\  sur  o'/,  ;  on  la  relève  en  f'jB  et 
l'on  fait  enfin  la  rotation  qui  ramène  la  figure  en  place.  Le  point/'  vient 
en  i3',  de  sorte  que  5i3  est  précisément  la  tangente  en  i3  .  la  tangente 
en  5'  lui  étant  parallèle. 

Pour  construire  la  tangente  au  point  (22,  22'),  nous  procédons  d'une 
manière  analogue.  Celte  fois,  les  rayons  de  courbure  principaux  sont/i'o' 
et  W h' .  Ils  sont  de  sens  contraires;  donc,  Tindicalrice  est  une  hyperbole. 
Si  l'on  prend  k' o'  pour  unité  de  longueur  et  pour  demi-axe  transverse, 
la  valeur  absolue  de  l'ave  non  transverse  est  moyenne  proportionnelle 
entre  A'o'  et  k' b\  soil  k' ni.  Les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  donc  o' m 
et  la  droite  symétrique  par  rapport  à  o' :■' .  Construisons  la  droite  o' q 
conjuguée  harmonique  de  l\n' n  par  rapport  à  ces  deux  asymptotes  (en 
portant  np  z=l  pq  parallèlement  à  la  seconde  asymptote;  t.  11,  n°  132); 
nous  obtenons  la  direction  de  la  tangente  cherchée.  Il  ne  reste  plus  main- 
tenant qu'à  faire  la  rotation  ramenant  la  figure  en  place,  au  moyen  du 
point  (/•,,  r'j),  par  exemple,  qui  vient  en  (/■,  /').  Finalement,  les  tan- 
gentes en  22'  et  3o'  sont  parallèles  à  n' r' . 

Jonction  des  points.  —  Partons  d'un  point  d'un  parallèle  limite,  par 
exemple  du  point  (i,  i').  Imaginons  qu'on  balaie  le  tore  d'une  manière 
continue  par  un  parallèle  variable  et  numérotons  les  points  rencontrés, 
en  ne  prenant  chaque  fois  qu'un  seul  point,  choisi  de  manière  que  le 
méridien  qui  le  contient  tourne  toujours  dans  le  même  sens,  par  exemple 
dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre  en  projection  horizontale.  Nous 
rencontrons  ainsi  successivement  les  points  1,  2,  ...,  10,  iG  et  le 
point  I-  se  confond  avec  le  point  de  départ.  Nous  avons  donc  obtenu  une 
courbe  fermée.  Mais,  il  nous  reste  encore  des  points  non  numérotés,  (|ui 
sont  sur  les  parallèles  de  ravon  inférieur  à  o' a' .  Partons  du  point  iS  et 
procédons  comme  précédemment  (on  a  tourné  cette  fois  dans  le  sens 
inverse  en  projection  horizontale).  Nous  rencontrons  successivement  les 
points  18,19,  ...,  32,33  et  le  point  34  coïncide  avec  le  point  de  départ.  \ous 
avons  maintenant  épuisé  tous  les  points  et  la  ligne  d'ombre  se  coujpose 
finalement  de  deux  courbes  fermées,  situées  respectivement  sur  la  nappe 
extérieure  et  sur  la  nappe  intérieure  du  tore. 
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Ponclualion.  —  En  projection  horizontale,  les  points  vus  sont  ceux, 
qui  sont  au-dessus  du  i)lan  de  Téquateur,  c'est-à-dire  dont  la  projection 
verticale  est  au-dessus  de  f'o'.  On  en  déduit  immédiatement  que  les 
arcs  vus  sont  i3    i    5  et  22    18  3o. 

En  projection  verticale,  les  points  vus  sont  ceux  qui  se  trouvent  à  la 
fois  sur  la  nappe  extérieure  du  tore  et  en  avant  du  plan  méridien  de 
front.  On  en  conclut  d'abord  que  la  plus  petite  des  deux  courbes  est 
cachée,  puisqu'elle  est  sur  la  nappe  intérieure.  Quant  à  la  grande,  ceux 
de  ses  points  qui  sont  vus  ont  leur  projection  horizontale  en  avant  de  /b/i  ; 
ils  constituent  l'arc  3'4'  •  •  •  1 1'- 

Hachures.  —  Prenons,  par  exemple,  le  point  (/,  5  ).  Si  on  le  fait 
tourner,  en  même  temps  que  les  rayons  lumineux,  pour  l'amener 
en  (/,,  5,),  on  reconnaît  tout  de  suite  qu'il  est  dans  l'ombre,  car  le  rayon 
lumineux  qui  passerait  par  ce  point  rencontre  auparavant  le  tore.  Toute 
la-réi,Mon  qui  comprend  ce  point  et  qui  est  limitée  à  la  courbe  d'ombre 
propre  est  donc  dans  l'ombre.  Pour  bien  se  représenter  cette  région,  il  est 
commode  d'imaginer  un  demi-plan  méridien  variable  qui  balaie  le  tore,  en 
partant,  par  exemple,  du  demi-plan  ol.  On  obtient,  dans  chaque  position, 
un  cercle  méridien,  dont  un  arc  est  éclairé  et  l'autre  dans  l'ombre;  ces 
deux  arcs  sont  séparés  par  les  points  de  rencontre  du  demi-plan  considéré 
avec  la  courbe  d'ombre  propre;  on  les  distingue  aisément,  en  suivant 
simplement  la  projection  horizontale  de  cette  dernière  courbe  et  se  rap- 
pelant, au  départ,  que  l'arc  i  /f?6  est  dans  l'ombre.  On  voit  ainsi  qu'en 
projection  horizontale,  il  faut  mettre  des  hachures  entre  i3  i  5  et  le 
grand  cercle  de  l'équateur  et  entre  22  18  3o  et  le  petit  cercle  de  l'équa- 
teur.  .Si  l'on  legardait  le  tore  par  le  dessous,  on  ne  verrait,  au  contraire, 
de  la  lumière  qu'entre  3o  26  22  et  le  petit  cercle  de  l'équateur  et  entre 
5  9  i3  et  le  grand  cercle  de  l'équateur.  Mais,  au  point  de  vue  des  hachures 
de  la  projection    horizontale,  cela  ne  nous  intéresse  pas. 

En  projection  verticale,  il  faut  mettre  des  hachures  dans  toute  la  région 
qui  est  au-dessous  de  l'arc  3'^'.  .  .  1 1'. 

3.  On  considère  un  paraboloïde  de  révolulion  à  axe  vertical.  On  le 
coupe  par  le  plan  horizontal  ah'  cl  par  le  plan  de  front  ab  et  l'on 
conserve  la  portion  de  surface  qui  est  au-dessous  du  premier  plan  et 
en  arrière  du  deu.viènie.  Un  disque  circulaire  se  trouve  dans  le  plan 
horizontal  a' h  et  a  pour  centre  le  point  (O,  O)  tel  que  aO=:ao.  Le 
tout  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  à  4'j"-  f-es  surfaces  étant 
supposées  infiniment  minces  et  opaques,  on  demande  de  lés  représenter 
en  figurant  les  ombres  {fig.  18). 
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Les  régions  non  éclairées  du  paraboloïde  sont  limitées,  d'une  part, 
par  les  ombres  portées  par  le  bord  parabolique  et  par  le  bord  demi- 
circulaire,  d'autre  part  par  Torabre  portée  par  le  disque  circulaire.  11 
n'y  a  pas  à  s'occuper  de  la  courbe  d'ombre  propre,  qui  n'est  séparatrice 
que  pour  la  surface  extérieure  et  non  pour  la  surface  intérieure  (•),  qui 
est  la  seule  vue  dans  l'épure  actuelle. 

Ombre  portée  par  le  bord  parabolique.  —  Elle  est  limitée  par  la 
courbe  d'intersection  du  paraboloïde  avec  le  cylindre  parallèle  aux. 
rayons  lumineux  et  s'appuyant  sur  lare  de  parabole  [aob.  a'o'b').. 
Les  deux  surfaces  étant  du  second  degré  et  ayant  une  première  conique 
commune,  le  reste  de  leur  intersection  est  une  autre  conique,  qui  coupe 
la  première  aux  deux  points  de  contact  des  deux  quadriques  (t.  II, 
n°  491,  l\).  L'un  de  ces  deux  points  est  le  point  à  l'infini  sur  la  verti- 
cale: l'autre  est  le  point  (cl,  d')  de  la  méridienne  principale  où  la  tan- 
gente est  à  45°.  11  s'ensuit  que  la  conique  cherchée  est  une  parabole  à 
axe  vertical  et  passant  par  le  point  {d,  d').  11  nous  suffit  d'en  chercher 
un  nouveau  point  pour  que  son  plan  soit  déterminé.  Construisons,  par 
exemple,  le  point  qui  se  trouve  sur  la  génératrice  du  cylindre  issue  du 
point  {a,  a').  Nous  appliquons  la  méthode  générale  du  n°  6i.  c'est-à-dire 
que  nous  coupons  par  le  plan  projetant  verticalement  cette  droite.  La 
conique  de  section  se  projette  horizontalement  suivant  un  cercle,  dont 
le  centre  est  la  trace  horizontale  du  diamètre  conjugué  du  plan  sécant 
par  rapport  au  paraboloïde.  Or,  ce  diamètre  n'est  autre  que  la  verti- 
cale {d,  d'i').  Donc,  le  centre  du  cercle  est  d.  Comme  {a,  a')  est  déjà 
l'un  des  points  d'intersection,  ce  cercle  passe  par  a.  Il  rencontre  la  droite 
à  45°  menée  par  a  au  point  i,  situé  sur  la  ligne  de  rappel  de  d.  Donc,  le 
point  cherché  est  (/,  i').  Il  suit  de  là  que  le  plan  de  notre  parabole  est 
le  plan  de  profil  passant  par  d. 

L'arc  {ad,  a'd')  de  la  méridienne  principale  est  le  seul  qui  soit  ren- 
contré en  premir  lieu  par  les  ravons  lumineux,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment sur  la  projection  horizontale.  Donc,  l'ombre  que  porte  cette  méri- 
dienne sur  l'intérieur  du  paraboloïde  se  réduit  à  Tare  de  parabole  projeté 
suivant  les  deux  segments  de  droites  {di,  d' i'). 

Ombre  portée  par  le  bord  demi-circulaire.  —  En  raisonnant  comme 

(')  D'une  manière  générale,  si  Ton  considère  un  fragment  de  surface  comexe 
éclairé  par  une  source  lumineuse  extérieure,  les  régions  infiniment  voisines  de  la 
courbe  d'ombre  propre,  prises  du  côté  interne  de  la  surface,  ne  sont  pas  éclairées, 
car  ]r  rajon  lumineux  passant  par  un  point  d'une  telle  région  es-t  arrêté  soit  par  le 
point  lui-même  pris  du  côté  externe,  .-^oit  par  un  point  infiniment  voisin,  se  trouvant, 
par  rapport  au  premier,  du  ci">lé  d'où  vient  la  lumière. 
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tout  à  l'heure,  on  voit  que  cette  ombre  est  limitée  par  une  conique, 
rencontrant  le  cercle  aux  deux  points  de  ce  dernier  où  le  plan  tangent 
est  parallèle  aux  rayons  lumineux.  On  pourrait  construire  ces  deux  points 
par  la  méthode  générale  du  cône  circonscrit  (n"  06).  On  peut  aussi 
procéder  comme  il  suit. 

Faisons  une  rotation  autour  de  l'axe  du  paraboloïde  amenant  le 
rayon  {oe,  'j'e')  à  être  de  front,  en  {oci,  o-'e',).  Le  plan  diamétral  con- 
jugué des  rayons  lumineux  est  alors  un  plan  de  profil  passant  par  le 
milieu  ,i,''i  de  la  corde  «'/',  parallèle  à  c'e'i.  Ce  plan  coupe  le  plan 
horizontal  a' b'  suivant  une  droite  de  bout  projetée  verticalement  au 
point  h\.  Faisons  maintenant  la  rotation  inverse;  cette  droite  de  bout 
devient  une  horizontale  projetée  horizontalement  en  /A/..  Les  points  / 
et  A'  sont  les  points  cherchés.  Le  premier  appartient  seul  au  demi-cercle 
non  enlevé;  c'est  pourcjuoi  on  la  seul  rappelé  verticalement  en  /'. 

Menons  maintenant  ci'/\  parallèle  àa'e',.  Le  point  {f\,f\)  est,  après 
la  rotation,  le  point  le  plus  bas  de  notre  conique.  La  rotation  inverse 
l'amène  en  {/,/')■  La  projection  horizontale  de  la  conique  est,  dès  lors, 
le  cercle  jj'k. 

On  peut  obtenir  ce  cercle  d'une  autre  manière.  Observons  d'abord 
que  la  conique  passe  par  le  point  déjà  construit  (/,  i').  Considérons 
maintenant  le  rayon  lumineux  qui  passe  par  le  point  (/,  /').  Comme  ce 
point  appartient  à  l'ombre  portée  par  la  méridienne  principale,  le  rayon 
considéré  perce  le  paraboloïde  en  un  point  de  cette  méridienne,  dont 
on  a  immédiatement  la  projection  horizontale  en  ni.  Le  rayon  issu  du 
point  /,  donnerait  un  point  analogue,  qui  est  évidemment  symétrique 
de  m  par  rapport  kd.  On  en  conclut  que  le  cercle  y/A"  a  son  centre  sur  id\ 
comme  il  passe  par  «et  /n,  il  est  entièrement  déterminé  ('). 

L'arc  ij  est  seul  utile,  car  il  correspond  à  l'arc  aj\  qui  seul  est  ren- 
contré le  premier  par  les  rayons  lumineux. 

La  projection  verticale  de  cet  arc  (/est  un  arc  d'ellipse  i'/'.  11  ne  serait 
pas  difficile  de  construire  deux  diamètres  conjugués  de  celte  ellipse,  car 
on  connaît  un  point  à  tangente  horizontale/';  on  construirait  l'autre  de 
la  même  manière  que  le  premier  et  l'on  aurait  le  diiimèire  conjugué  des 
cordes  horizontales.  Quant  au  diamètre  horizontal,  sa  projection  horizon- 
tale est  la  parallèle  à  //,  menée  par  u)  ;  sa  projection  verticale  passe  par 
le  milieu  du  diamètre  déterminé  précédemment;  on  con>truirait  ses 
extrémités  en  coupant  par  un  plan  horizontal.  Mais,  pratiquement, 
toutes  ces  constructions  sont  inutiles,  étant  donnée  la  petitesse  de  l'arc 


I  ')   l»cs  propiiilcs  qui  vicnmnt  dilrc  inisrs  en  évidence.  i>n  |)tiil   con'  liiio  (|ue  <o 
cercle  est  syni<'lri<|ue  du  «erclc  ajlt  par  lupporl  ày'Â. 
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Utile  i' /' .  Bornons-nous  simplement  à  clierclier  les  tangentes  aux  extré- 
noités  de  cet  arc. 

La  tangente  en  i'  est  a' i' ,  car  cette  droite  est  contour  apparent  vertical 
du  cylindre  dont  nous  prenons  l'intersection  avec  le  paraboloïde. 

Pour  la  tangente  en  y",  appliquons  la  méthode  des  normales.  La  nor- 
male au  paraboloïde  passe  par  le  point  {o,  p'),  obtenu  en  portant  la 
sous-norniale  q'p'  égale,  comme  on  sait  (t.  Il,  n°  5V3),  au  paramètre  d'à 
de  la  parabole  méridienne.  La  normale  au  cylindre  de  révolution 
qui  projette  horizontalement  l'ellipse  est  l'horizontale  (y«, /'«').  La 
droite  {on.  p'n')  est  une  frontale  du  plan  des  normales;  donc,  la 
tangente  cherchée  est  perpendiculaire  à  p' n' . 

O/nbre portée  par  le  disque  circulaire.  —  11  s'agit  de  construire  l'in- 
tersection du  cylindre  parallèle  aux  rayons  lumineux  ayant  pour  base 
ce  disque  avec  le  paraboloïde. 

Commençons  par  chercher  les  points  remarquables. 

Observons  d'abord  que  le  plan  méridien  oO  est  un  plan  de  svmétrie 
pour  chacune  des  deux  surfaces,  donc  pour  leur  intersection.  En  projec- 
tion horizontale  oO  est  un  axe  de  svmélrie.  On  peut  aisément  con<-lruire 
ses  sommets.  Il  suffit,  pour  cela,  de  chercher  les  points  de  rencontre  du 
paraboloïde  avec  les  deux  génératrices  issues  des  points  (A,  A)  et  (B,  B  ). 
Pour  la  première,  par  exemple,  la  section  par  le  plan  de  bout  A' a'  se 
projette  horizontalement  suivant  le  cercle  de  centre  d  et  de  ravon  dy.; 
ce  cercle  rencontre  Ao  en  deux  points,  dont  un  seul  est  utile,  à  savoir 
le  point  I,  qui  se  rappelle  en  i'.  sur  A'a'.  On  construit  de  même  le 
point  (7.  7).  Dans  l'espace,  les  tangentes  en  ces  points  sont  perpendicu- 
laires au  plan  de  symétrie.  En  projection  horizontale,  elles  sont  perpen- 
diculaires à  Oo;  en  projection  verticale,  elles  sont  horizontales. 

Cherchons  maintenant  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal 
du  cvlindre.  Les  génératrices  qui  constituent  ce  contour  apparent  ont 
même  projection  verticale  que  les  génératrices  précédemment  consi- 
dérées; donc,  nous  utilisons  les  mêmes  plans  auxiliaires.  Le  cercle  jS, 
par  exemple,  rencontre  la  génératrice  issue  de  D  au  point  4,  qui  se 
rappelle  en  4'.  On  a  le  point  (10,  10')  par  symétrie  par  rapport  au  plan 
méridien  Oo.  La  tangente  en  4  est  D4.  Pour  avoir  la  tangente  en  4', 
appliquons  encore  la  méthode  des  normales.  La  normale  au  cvlindre  est 
l'horizontale  (4^:,  4'-^');  '^  normale  au  paraboloïde  passe  par  le  point  z' 
tel  que  y'  e'  :=^  do.  Une  frontale  du  plan  normal  a  pour  projection  verti- 
cale £\r';  la  tangente  en  4' Ini  est  perpendiculaire.  Le  point  (10,  10') 
n'appartenant  pas  à  la  partie  utile  de  la  courbe,  00  n"a  pas  construit  sa 
tangente. 
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Cherchons  maintenant  les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  du 
cylindre.  Pour  la  génératrice  issue  de  (F,  1*"'),  par  exemple,  nous  coupons 
par  le  plan  de  bout  F' 9'  et  nous  obtenons,  en  projection  horizontale, 
le  cercle  de  centre  d  et  de  rayon  d(o\  ce  cercle  rencontre  FH  au  seul 
point  utile  6,  qui  se  rappelle  en  6'. La  tangente  en  6'  est  F'6';  la  tangente 
en  6  est  la  tangente  au  cercle  96,  car  le  plan  auxiliaire  F'o'  est  surface 
limite  pour  le  cylindre;  son  intersection  avec  le  paraboloïde  est  donc 
tangente  à  l'intersection  du  cylindre  et  du  paraboloïde  (n°  7). 

On  peut  construire  de  même  le  point  (11.  11'). 

Cherchons  encore  les  points  situés  sur  les  génératrices  issues  des 
points  11  et  G.  On  utilise  le  plan  auxiliaire  déjà  considéré  a' c'  et  le 
cercle  de  centre  d  et  de  rayon  de  donne  les  points  3  et  9,  qui  se  rappellent 
en  3'  et  9'.  Il  est  à  remarquer  que  ces  points  sont  les  symétriques 
de  (11,  II')  et  de  (6,  6');  on  aurait  donc  pu  les  déduire  de  ces  derniers 
ou  vice  versa. 

Nous  avons  encore  construit  les  points  (2,  2')  et  (12,  12')  situés  sur 
les  génératrices  issues  des  points  I  et  J  oii  la  circonférence  du  disque 
rencontre  le  parallèle  supérieur  du  paraboloïde.  En  projection  horizon- 
tale, les  points  2  et  12  se  trouvent  sur  le  cercle  ///.  ;  ils  se  rappellent  sur 
les  projections  verticales  des  génératrices. 

Comme  exemple  de  construction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque, 
construisons  la  tangente  en  (2,  2').  Nous  employons  toujours  la  méthode 
des  normales.  La  normale  au  paraboloïde  rencontre  l'axe  en  s'  tel 
fiue  r' s'  =z  d'o.  La  normale  au  cvlindre  a  une  projection  horizontale  2t 
perpendiculaire  à  l'horizontale  Iti'  du  plan  tangent.  Pour  construire  sa 
projection  verticale,  nous  déterminons  une  frontale  i  rir,  r'n')  de  ce 
plan  et  nous  menons  2' u'  perpendiculaire  à  v'iv'.  Il  nous  reste  à  mener 
maintenant,  par  (2,  2'),  la  perpendiculaire  au  plan  des  deux  normales. 
En  projection  verticale,  nous  menons  la  perpendiculaire  à  la  frontale  s' t' 
et,  en  projection  horizontale,  nous  menons  la  perpendiculaire  à  Ihorizon- 
lale  ou. 

Construisons  enfin  un  point  quelconque  ]>ar  la  méthode  générale 
du  n"  Go.  INous  coupons  par  le  cvlindre  ayant  pour  base  le  parallèle  de 
centre  (o,  AI').  La  base  de  ce  c\lindre  dans  le  plan  du  disque  est  un 
cercle  égal  au  parallèle  et  ayant  pour  centre  (N,  N').  Elle  coupe  Ja 
circonférence  du  discjne  au  point  (K,  K'),  par  exemple.  La  yénéralrice 
issue  de  ce  point  rencontre  le  parallèle  en  (5,  5'),  d'abord  construit  en 
projection  verticale. 

Nous  avons  maintenant  assez  d'élémenls  pour  construire  les  deux  pro- 
jections de  l'ombre  portée  par  le  disque.  La  jonction  des  points  ne 
présente  aucune  difficulté;  il  suffit  de  suivre  la  circonférence  du  dis(|ue, 
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en  luimérotanl  les  ombres  portées  par  les  points  successifs  A,  1, 
H,  .  .  .,  J,  A.  En  projection  horizontale,  la  courbe  doit  être  arrêtée  à  ah. 
Les  points  d'arrêt  se  rappellent  sur  la  méridienne  principale. 

Ponctuation  et  hachures.  —  Tout  est  vu  dans  les  deux  projections. 
Quant  aux.  hachures,  il  faut  en  mettre  à  Tinlérieur  de  Tombre  portée  par 
le  disque  et  à  l'intérieur  du  quadrilatère  curviligne  {adij.  a' d' i' j'). 

\.  Dans  le  plan  de  front  ao,  on  donne  un  segment  hyperbolique, 
limité  par  la  corde  II'G'.  En  tournant  autour  de  son  axe  a' o' .  il 
engendre  un  segment  d'hyperboloïde  à  deu.r  nappes.  Un  cylindre  de 
révolution  a  pour  axe  {oÇ^,  o'Q')  et  passe  par  le  milieu  (i,  i')  de  la 
corde  II'G'.  Représenter  le  solide  commun  {fig.  19). 

Nous  allons  tout  de  suite  construire  l'intersection  des  deux  surfaces 
par  la  méthode  générale  du  n°  66,  c'est-à-dire  en  coupant  par  des 
sphères  de  centre  (o,  o').  Commençons,  comme  d'habitude,  par  chercher 
les  points  remarquables. 

Nous  avons  une  sphère  limite,  f|ui  a  pqnr  rayon  le  ravon  du  cylindre. 
Elle  est  inscrite  dans  le  cylindre  le  long  du  parallèle  CD  et  coupe 
rhyperboloïde  suivant  le  parallèle  AB.  Les  projections  verticales  de  ces 
deux  parallèles  se  rencontrent  en  3'.  Pour  avoir  la  projection  horizontale 
des  points  correspondants,  nous  coupons  la  sphère  par  le  plan  horizontal 
qui  passe  par  3'  et  nous  obtenons  un  cercle  de  rayon  EF,  qui  se  projette 
horizontalement  en  vraie  grandeur,  suivant  un  cercle  de  centre  o.  Ce 
cercle  rencontre  la  ligne  de  rappel  de  3'  en  3  et  7,  qui  sont  les  points 
cherchés. 

La  tangente  au  point  (3,  3'),  par  exemple,  est  la  tangente  au  paral- 
lèle AB,  d'après  le  théorème  des  surfaces  limites  (  n°  7).  En  projection 
verticale,  c'est  donc  la  droite  AB.  Pour  avoir  la  projection  horizontale, 
nous  construisons  l'inlerseclion  du  plan  de  bout  AB  avec  le  plan  tangent 
à  la  sphère  en  (3,  3').  A  cet  elfel,  coupons  par  le  plan  horizontal  s' t' .  Il 
coupe  le  plan  AB  suivant  la  droite  de  bout  t' t.  Il  coupe  la  frontale  (3.v, 
S'.v')  du  plan  langent  à  la  sphère  (3',s'  est  perpendiculaire  à  o'3')  au 
point  (.ç,  s')  ;  par  ce  point,  nous  menons  st  perpendiculaire  à  o3  et  nous 
avons  l'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  le  plan  langent  à  la  sphère. 
Cette  droite  rencontre  la  droite  de  bout  précédente  au  point  /  qui,  joinl 
à  3,  donne  la  tangente  cherchée. 

Les  méridiennes  principales  se  rencontrent  en  un  seul  point  utile  : 
le  point  (5,  r»').  La  tangente  en  5  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre.  La  tangente  en  .">'  s'obtient  par  la  méthode  habituelle  des 
normales   (n"    67).    Les    points    de    rencontre    des    norniales    aux    dt'ux 
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surfaces  a\ec  leurs  a\es  respectifs  sont  p'  et  7';  la  langenle  en  5'  est 
perpendiculaire  k  p' q' . 

La  droite  p'cj'  est  Taxe  de  courbure  de  la  courbe  de  l'espace;  elle 
rencontre  la  normale  au  cylindre  projetant  horizontalement  la  courbe 
au  centre  de  courbure  1 /•,  /■')  de  la  seclion  droite  de  ce  cylindre;  de 
sorte  que  /•  est  le  centre  de  courbure  de  la  projection  horizontale  au 
point  5  (n°  67).  On  a  tracé  la  partie  du  cercle  de  courbure  qui  avoi- 
sine  5. 

Cherchons  maintenant  les  points  situés  sur  le  parallèle  H'G',  f|ui 
limite  le  segment  d'hyperboloïde.  11  suffit  d'appliquer  la  méthode  géné- 
rale, en  prenant  la  sphère  auxiliaire  qui  contient  ce  parallèle.  On 
obtient  le  parallèle  IJ  sur  le  cylindre,  qui  rencontre  H'G'  au  point  1', 
pratiquement  situé  sur  la  lii;ne  de  rappel  de  o'.  En  coupant  la  sphère 
par  un  plan  horizontal,  on  obtient  un  cercle  dont  on  reporte  le 
rayon  l'V,  de  part  et  d'autre  de  o,  sur  la  ligne  de  rappel  de  ce  point.  On 
a  ainsi  les  projections  horizontales  i  et  9  des  points  cherchés. 

Construisons  la  tangente  en  (i,  i').  La  normale  au  cylindre  est  (i  </, 
i  u');  la  normale  à  Ihyperboloïde  est  (i  r,  l'r').  le  point  c' avant  été 
construit  au  moyen  de  la  normale  en  II'  à  Ihyperbole  méridienne.  En 
projection  verticale,  la  tangente  en  1'  est  perpendiculaire  à  n'v'.  Pour 
la  projection  horizontale,  nous  déterminons  une  horizontale  (ctr,  (>'tv') 
du  plan  normal,  en  coupant  par  le  plan  horizontal  du  point  (c,  c').  [On 
n'a  pas  coupé  par  le  plan  horizontal  du  point  (r,  i'),  comme  il  a  été 
indiqué  au  n°  66,  parce  que  cela  aurait  donné  une  construction  en  dehors 
des  limites  de  l'épure.]  La  tangente  en  i  est  perpendiculaire  à  nr.  La 
tangente  en  9  s'en  déduit  par  symétrie  par  rapport  à  oa. 

\ous  avons  maintenant  trois  points  et  leurs  tangentes  en  projection 
verticale;  comme  celle-ci  est  une  conique  (n°  68),  elle  est  plus  que 
déterminée.  Nous  allons  néanmoins  chercher  ses  directions  asvmpto- 
liques  et,  s'il  y  a  lieu,  ses  asymptotes. 

Pour  avoir  les  directions  asymptotiques,  circonsci  i\ons  à  la  sphère 
limite  de  tout  à  l'heure  un  cône  parallèle  au  cône  asymptote  de  lliyper- 
boloïde.  A  cet  effet,  il  suffit  de  mener  au  contour  apparent  de  la  sphère 
des  tangentes  //'/'  et  s;' ni'  respectivement  parallèles  aux  asymptotes  a'c' 
et  a' b'.  Les  directions  asymptotiques  cherchées  sont  les  diagonales  h'g' 
et  l'm'. 

Pour  avoir  l'asymptote  parallèle  à  sf' h' ,  par  exemple,  nous  prenons  les 
diamètres  conjugués  de  cette  direction  par  rapport  aux  deux  méridiejines 
principales.  Pour  le  cylindre,  nous  avons  l'axe.  Pour  l'hyperboloïde, 
nous  avons  la  droite  a'/',  qui  passe  par  le  milieu  du  segment  déterminé 
par  a' b'  et  a'c'  sur  s;'h'.  Ces  deux  droites  se  rencontrent  en  /.',  Par  ce 
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point,  nous  menons  la  parallèle  à  i:' h'  et  nou«  avons  la  première  asymp- 
tote. La  deuxième  se  con>truil  d'une  manière  analogue. 

Nous  pouvons  maintenant  construire,  à  la  manière  habituelle  (n"  141), 
l'arc  dliyperbole  l'o'. 

Nous  pouvons  ensuite  en  déduire  les  points  sur  les  contours  apparents 
horizontaux,  qui  seraient  difficiles  à  déterminer  directement. 

I^es  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du  cvlindre  ont  même 
projection  verticale  que  l'axe.  Celte  projection  ne  rencontre  pas  l'arc 
d'hyperbole  précédemment  tracé:  donc,  il  n'y  a  pas  de  points  sur  le 
contour  apparent  horizontal  du  cylindre. 

Le  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde  est  une  hyperbole, 
dont  le  plan,  diamétral  conjugué  des  cordes  verticales,  est  un  plan  de 
bout,  avant  pour  trace  verticale  la  droite  a' d' ,  conjuguée  harmonique 
des  cordes  verticales  par  rapport  aux  asymptotes  a' b'  et  a' r' . 

Cette  droite  rencontre  l'arc  d'hyperbole  i'5'au  pointa',  pratiquement 
et  fortuitement  situé  sur  la  ligne  de  rappel  de  o' .  Pour  avoir  la  piojec- 
lion  horizontale  des  points  correspondants,  nous  considérons  le  paral- 
lèle LK  du  cvlindre,  dont  la  projection  verticale  passe  par  2'.  et  la  sphère 
auxiliaire  qui  contient  ce  parallèle.  Nous  coupons  cette  sphère  par  le 
plan  horizontal  du  point  2'  et  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  porter  la  lon- 
gueur ,>/M,  sur  la  ligne  de  rappel,  de  part  et  d'autre  de  o;  nous  obtenons 
ainsi  les  points  2  et  8. 

Les  tangentes  en  ces  points  sont,  celles  de  l'hyperbole  de  contour 
apparent  (n°  2).  On  les  a  construites  (elles  n'ont  pas  été  reportées  sur 
la  figure)  au  moyen  des  asymptotes  de  cette  dernière  courbe.  <^)uant  à 
ces  asymptotes,  elles  sont  l'intersection  du  cône  asymptote  avec  le  plan 
de  bout  o' d' .  La  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  bout  II'G',  pris  pour 
plan  de  base  du  cône,  est  une  droite  de  bout,  de  trace  verticale  e' .  En 
rabattant  le  plan  de  base  autour  du  diamètre  de  front,  on  a.  ou  r,,  le 
rabattement  de  la  trace  d'une  des  génératrices  cherchées.  En  por- 
tant te^=.  if  ^=^  e' e^  et  joignant  ae  et  at\  on  a  les  asymptotes  du  contour 
apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde. 

Pour  préciser  la  forme  de  la  courbe  en  projerlion  horizontale,  on  a 
encore  construit  les  points  l\  et  6,  en  parlant  de  leur  projection  verti- 
cale commune  4  •  On  ^  déterminé  les  éloignements  .t'i  et  .r6,  en  consi- 
dérant la  section  droite  du  cylindre,  supposée  rabattue  autour  du 
diamètre  de  front  CD.  La  distance  NP  donne  les  éloignements  en  (|ues- 
tioi). 

On  peut  maintenant  tracer  ,ivic  exactitude  la  courbe  i,  2.  3,  ..., 
R,  fj.  !^a  jonction  des  points  ne  présente  aucune  difficulté,  si  l'on  s'aide 
de  la  projection  verticale. 
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On  a  ensuite  construit  l'arc  3^8  de  l'hyperbole  de  contour  apparent 
horizontal,  au  moyen  des  asymptotes  précédemment  déterminées  et  du 
point  d. 

Il  reste  enfin  à  construire  la  section  du  solide  commun  par  le  plan 
de  bout  II'G'.  La  projection  \erticale  est  le  segment  i'W.  En  projection 
horizontale,  on  a  deux  arcs  d'ellipses. 

Le  premier  if'g  provient  delà  section  du  cylindre.  Il  a  pour  centre 
le  point  Q  et  pour  petit  axe  RS  égal  au  diamètre  du  cylindre.  On  a  cons- 
truit les  tangentes  iT  et  9T,  au  moyen  du  cercle  homographique  (t.  II, 
n°  539).  On  a  construit  également  le  cercle  de  courbure  en  i,  au  moyen 

de  la  formule  R—  -  (t.  IL  n°  532). 
a 

Le  deuxième  arc  d'ellipse   i  Hg  provient  du  parallèle   de   l'hyperbo- 

loïde.  Il  a  pour  centre  /et  un  grand  axe  égal  à  H'G'.  On  a  construit  le 

cercle  de  courbure  en   II   et  l'on  a  constaté  qu'il  passait  pratiquement 

par  I  et  9.  Il  peut  donc  remplacer  l'arc  d'ellipse. 

Ponctuation.  —  En  projection  verticale,  tout  est  vu.  On  ne  conserve, 
du  contour  apparent  du  cylindre,  que  le  segment  i' 0' . 

En  projection  horizontale,  les  arcs  12,  89,  1II9.  1/9  sont  cachés  à  la 
fois  sur  les  deux  solides,  donc  sur  le  solide  commun.  L'arc  2.58  est,  au 
contraire,  vu,  parce  qu'il  est  vu  sur  l'hyperboloïde.  Le  contour  apparent 
du  cylindre  est  entièrement  enlevé:  celui  de  l'hvperboloïde  est  limité  à 
l'arc  2  dSi. 

5.  Solide  commun  à  .deux  tores  à  axes  verticaux,  ayant  en 
commun  un  cercle  méridien  de  front  {Jîf(.  20). 

L'intersection  complète  de  deux  tores  quelconques  est  une  courbe  du 
seizième  degré.  Chacune  des  deux  surfaces  admet  le  cercle  de  l'infini 
comme  cercle  double  (t.  Il,  n°  589);  cette  ligne  doit  donc  être  comptée 
quatre  fois  dans  l'intersection  (chaque  nappe  du  premier  tore  coupe 
chaque  nappe  du  deuxième  tore  suivant  ce  cercle);  elle  tient  lieu,  par 
consé»|uent,  d'une  courbe  du  huitième  degré.  Le  reste  de  l'intersection 
constitue  donc  aussi  une  courbe  du  huitième  degré.  Dans  le  cas  particu- 
lier actuel,  cette  courbe  comprend  déjà  le  cercle  méridien  commun. 
Comme  les  deux  surfaces  se  raccordent  le  long  de  ce  cercle,  il  doit  être 
compté  deux  fois  (t.  Il,  n°  .V89),  c'est-à-dire  comme  une  courbe  du 
quatrième  degré.  En  définitive,  il  reste  seulement  à  construire  une 
courbe  du  quatrième  degré.  Cette  courbe  doit  d'ailleurs  se  projeter 
hori/.ontalemenl  et  verticalement  suivant  une  conique,  parce  que  le  plan 
des  équateurs  et  le  plan   des  axes  en  sont  des  plans  de  symétrie.   Nous 
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allons  le  vérifier,  d'une  manière  élémentaire,  sur  la  conslriiclion  d'un 
point  quelconque. 

Coupons  par  un  plan  horizonlal  a' h' .  Nous  obtenons  deux  parallèles 
sur  chaque  tore.  M  faut  les  associer  de  manière  qu'ils  se  coupent  en  des 
points  réels  et  n'appartenant  pas  au  méridien  commun.  Une  seule  combi- 
naison convient;  c'est  celle  des  cercles  de  rayons  ka  et  B  6,  qui  donnent 
le  point  {m,  m')  et  le  point  sjmétri<ine  par  rapport  au  plan  des  axes. 

Construisons  la  tani,^enle  en  {m,  m'),  par  la  méthode  des  normales. 
Le  plan  des  axes  coupe  le  plan  normal  suivant  la  frontale  (AB,  cV/'); 
donc,  la  tangente  en  m'  est  perpendiculaire  à  c'f/'.  Si  nous  coupons  main- 
tenant le  plan  normal  par  le  plan  horizontal  c'e',  nous  obtenons  une 
droite  projetée  horizontalement  en  \e;  donc,  la  tangente  en  m  est 
perpendiculaire  à  Ae. 

Montrons  maintenant  que  le  lieu  du  point  m'  est  une  ellipse,  de  grand 
axe  kl'.  Appelons  a  et  ^  les  distances  \o  et  Bo.  Ecrivons  que  le  point  tu' 
a  même  puissance  par  rapport  aux  deux  parallèles  : 

(  a  —  r'ni'y-—{a  -+-  r'b'y^=  (  b  -f-  r'  ni'  )-—(b  -h  r' b'  i^; 

d'où 

/•'  /«  '  _  b  —  a 

r'  b'         b  -r-  a 

Il  suit  de  là  que  le  lieu  de  m'  est  une  ellipse,  dont  le  cercle  homogra- 
phique  est  le  cercle  méridien  commun  aux  deux  tores. 

En  vérité,  la  moitié  de  gauche  de  celte  ellipse  convient  seulement, 
l'autre  moitié  constituant  une  branche  virtuelle,  obtenue  en  associant 
les  deux  autres  parallèles. 

Cherchons  mainlenanl  le  lieu  du  point  m.  Nous  avons 

m  I!  —  1)1  \  =  \>b  —  Va  =  \'>o  —  Ao. 

Donc,  le  lieu  de  m  est  une  branche  d'hyperbole,  de  foyers  A  et  B  et 
d'axe  transverse  égal  ix  h  —  a.  En  réalité,  l'arc  por/  seul  convient,  le  reste 
de  l'bvperbole  étant  constitué  par  des  branches  virtuelles. 

On  peut  arriver  au  même  résultat,  en  construisant  un  point  quelconque 
en  coupant  par  une  sphère  contenant  le  cercle  niéridien  commun  (n°09). 
En  projection  hori/onliile,  le  contour  apparent  de  celte  sphère  est  un 
cercle  passant  par  ii  et  ^•  et  ayant  pour  centre  un  point  quelconque  / 
de  oo'.  Cette  sphère  coupe  le  premier  tore  suivant  un  deuxième  cercle 
méridien  symétrique  du  premier  par  rapport  au  plan  vertical  \i,  qui 
est  un  plan  de  svmélrie  pour  le  tore  et  pour  la  sphère.  Ce  deuxième 
cercle  méridien  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  \/.  De  même, 
la  sphère   coupe   le   deuxième   lore  suivant   un   cercle   méridien    projeté 


SURFACES   DE   RÉVOLUTION.  83 

sur  B_^.  Ces  deux  cercles  se  rencontrent  en  deux  points  symétriques  par 
rapport  au  plan  des  équateurs  et  projetés  horizontalement  en  n. 

]*our  trouver  le  lieu  de  ce  point  n,  considérons  le  cercle  de  centre  «et 
de  rayon  io.  11  est  inscrit  dans  le  triangle  «AB,  puisque  A«,  par  exemple, 
esl  symétrique  de  \o  par  rapport  à  A/.  On  a,  dès  lors, 

nB  —  /?  A  =  y  B  —  /i  A  =  o  I >  —  o  A.  =^  b  —  a, 

ce  qui  démontre  une  nouvelle  fois  que  le  lieu  de  /i  est  une  hyperbole. 

Ponctuation.  —  Tout  est  vu  dans  chaque  projection.  Des  contours 
apparents,  il  ne  reste  que  les  arcs  de  cercles /JCiy  el  purj. 


EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  Une  surface  de  révolution  a  pour  axe  la  verticale  dont  la  trace 
liorizontale  a  pour  coordonnées  (o,  i5o,  o).  La  courbe  génératrice  est 
un  cercle,  situé  dans  un  plan  de  proiil,  de  rayon  40  et  décentre  (80,  190, 
5o).  Construire  les  contours  apparents  de  cette  surface. 

2.  On  reprend  l'axe  précédent;  mais,  la  courbe  génératrice  est  une 
ellipse,  située  dans  le  plan  de  bout  qui  passe  par  les  points  (120,  o,  o)  et 
(o,  o,  120)  et  dont  la  projection  horizontale  est  un  cercle,  de  rayon  5oet 
de  centre  (60,  180,  o).  Construire  les  contours  apparents.  Construire  le 
point  qui  a  pour  projection  horizontale  (70,  i4o,  o)  et  celui  qui  a  pour 
projection  verticale  (90,  o,  5o).  Construire  les  plans  tangents  en  ces 
deux  points. 

3.  On  reprend  Taxe  précédent.  La  courbe  génératrice  esl  une  parabole, 
située  dans  un  plan  de  front  d'éloignement  80  et  dont  la  projection  verti- 
cale admet  le  point  (o,  o,  10)  pour  point  à  tangente  horizontale  et  le 
point  ( —  60,  o,  70)  pour  point  à  tangente  verticale.  Construire  les  contours 
apparents,  ainsi  que  la  section  par  le  plan  :  c — ,r  :=  70. 

U.  Un  tore  a  pour  axe  la  droite 

::  —  .r  =  ino.  )■  ==  i3o. 

Son  cercle  générateur  a  pour  rayon  40  et  pour  centre  (80,  i3o,  ^o). 
Construire  ses  contours  apparents,  ainsi  que  son  ondjre  propre,  en  le 
supposant  éclairé  par  des  i  ayons  lumineux  parallèles  à  la  ligne  de  terre 
et  venant  de  droite. 

5.   Un  tore  a  pour  axe  la  verticale  qui  passe  par  le  point  (o,  iio,  o). 


84  CHAPITRE    V. 

Son  cercle  générateur  a  pour  rayon  45  et  pour  centre  le  point  (60,  iio, 
70).  Ueprésenter  ce  tore,  en  le  supposant  éclairé  par  le  point  ( —  iod,  i  10, 
i5o). 

6.   Un  ellipsoïde  de  révolution  a  pour  axe  la  droite 
2  :;  —  X  =  100,         }■  =  60. 

Son  centre  a  une  abscisse  nulle;  Taxe  porté  par  l'axe  de  révolution  a 
pour  longueur  200;  le  rayon  de  ré([uateur  est  5o.  Représenter  cet  ellip- 
soïde, en  le  supposant  éclairé  par  les  ravons  à  ^5°  habituels. 

T.  Même  question  pour  un  paraboloïde,  admettant  l'axe  précédent  et 
tangent  au  plan  horizontal  en  un  point  d'abscisse  —  5o. 

8.  Même  question  pour  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  admettant 
toujours  le  même  axe,  admettant  le  plan  horizontal  de  cote  100  pour 
pian  asymptote  et  dont  l'axe  transverse  a  pour  longueur  80. 

9.  On  reprend  l'ellipsoïde  du  n°  C.  Construire  ses  points  brillants 
pour  un  observateur  à  l'infini  sur  une  verticale  ou  sur  une  droite  de 
bout.  (On  appelle  point  brillant  pour  un  observateur  donné  tout  point 
tel  que  le  rayon  qui  se  réfléchit  sur  la  surface,  en  admettant  ce  point 
pour  point  d'incidence,  aille  passer  par  l'œil  de  l'observateur.  Si  la 
source  lumineuse  et  l'observateur  sont  à  l'infini,  on  connaît  la  direc- 
tion de  la  normale  et,  par  conséquent,  du  plan  tangent  en  un   tel  point.) 

10.  Construire  la  section  d'un  tore  à  axe  vertical  par  un  de  ses  plans 
bitangents  de  bout.  Déduire  de  la  construction  d'un  point  quelconque 
une  démonstration  élémentaire  du  théorème  de  \  illarceau  (I.  11, 
n°  589).  Démontrer  (|ue  la  projection  horizontale  de  chacun  des  deux 
cercles  qui  constituent  l'intersection  admet  pour  foyer  la  trace  horizon- 
tale de  l'axe. 

(Soit  ni'  la  projection  verticale  d'un  point  de  l'intersection.  (.>n  pourra 
calculer  ses  coordonnées,  dans  le  plan  sécant,  en  fonction  du  demi- 
angle  au  centre  correspondant  à  la  corde  déterminée,  dans  le  cercle 
méridien  de  front,  par  le  plan  horizontal  auxiliaire  ayant  servi  à  con>- 
truire  m'.  Pour  démontrer  que  la  trace  de  l'axe  est  foyer,  il  suffit  de 
cheicher  les  axes  d'une  des  ellipses  et  de  calculer  ensuite  sa  dislance 
focale.) 

11.  Un  tore  à  axe  vertical  admet  pour  rayons  des  cercles  de  l'équa- 
teur  K  et  3  H.  Construire  sa  section  par  un  plan  de  front  d'éloignemenl  H 
et  démontrer  que  cette  section  est  une  lemniscate  de  Hernoulli   (t.  II, 

n"  577). 
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12.  On  coupe  une  c[uadriqiie  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  jDlan 
quelconque.  Construire  les  points  de  la  section  dont  la  tangente  passe 
par  un  point  donné,  soit  en  projection  hori/.onlale,  soit  en  projection 
verticale.  [On  peut  se  ramener  à  une  section  plane  de  cône  à  base 
liori/onlaie  circulaire,  en  considérant  le  cône  qui  s'appuie  sur  la  section 
et  qui  a  pour  sommet  un  ombilic  de  la  quadrique  {cf.  n"  Ç>k).^ 

13.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Construire 
un  plan  passant  par  une  droite  donnée  et  coupant  cet  ellipsoïde  suivant 
une  ellipse  semblable  à  wne  ellipse  donnée  [cf.  Cliap.  W ,  Exercice  pro- 
posé n"  18). 

li.  Trouver  une  sphère  passant  par  un  cercle  donné  et  tangente  au 
plan  horizontal  (intersection  d'une  droite  et  d'un  paraboloïde  de  révolu- 
tion; cf.  Cliap.  IV,  Exercice  proposé  n°  23). 

15.  Construire  le  lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  deux  points 
donnés  et  tangentes  au  plan  horizontal  (section  plane  d'un  paraboloïde 
de  révolution).  On  peut  en  déduire,  d'une  manière  élémentaire,  que  la 
projection  horizontale  d'une  telle  section  est  un  cercle  {cf.  Chap.  I\  , 
Exercice  proposé  n^  2V). 

16.  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  Taxe  est  vertical  et 
perce  le  plan  horizontal  au  point  (o,  loo,  o).  Les  sommets  situés  sur  cet 
axe  ont  pour  cotes  o  et  200.  Le  rayon  de  l'équateur  est  65.  On  mène  la 
tangente  à  la  méridienne  principale,  dont  les  paramètres  directeurs 
sont  (i,  o,  2)  et  dont  le  point  de  contact  a  une  abscisse  négative.  Cette 
tangente  est  une  génératrice  d'un  cône  dont  le  sommet  a  pour  cote  200 
et  dont  la  base  dans  le  plan  horizontal  est  un  cercle  avant  pour  centre  la 
trace  de  l'axe  de  l'ellipsoïde.  Représenter  le  cône  enlalllé  par  l'ellipsoïde. 
(Il  y  a  un  poitit  double,  dont  on  pourra  construire  les  tangentes.  On 
pourra  aussi  construire  les  a'^ymploles  des  branches  \irtuelles,  en 
remarquant  que  le  plan  horizontal  est  déjà  un  plan  de  section  hnmo- 
ihélique.  ) 

17.  Un  paraboloïde  de  révolution  a  pour  sommet  et  fo3er  les 
points  (o,  i5o,  o)  et  (o,  i5o,  60).  On  en  conserve  seulement  une  calotte 
limitée  au  plan  horizontal  de  cote  60.  Dans  ce  plan,  on  décrit  un  cercle 
sur  le  rayon  de  front  et  de  gauche  du  parallèle  comme  diamètre.  Ce 
cercle  est  opaque,  ainsi  que  la  surface  de  la  calotte.  Le  tout  est  éclairé 
par  des  rayons  à  45°.  Représenter  l'ombre. 

18.  Intersection  d'une  quadrique  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un 
cône  à  base  horizontale  circulaire  et  dont  le  sommet  est  un  des  ombilics 
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de  la  quadrique.  (L'inlerseclion  comprend  les  génératrices  isotropes  du 
cône,  donc  une  autre  conique.) 

19.  On  reprend  l'ellipsoïde  du  n°  16.  Un  disque  elliptique  opaque  est 
situé  dans  un  plan  vertical  et  a  pour  sommets  les  points  ( —  -5,  i20,  120) 
et  ( — 5,  190,  r2o);  en  outre,  son  petit  axe  a  pour  longueur  70.  Le  tout 
est  éclairé  par  les  rayons  habituels  à  4">''-  Représenter  l'elHpsoïde  avec 
ses  ombres.  (Remarquer  que  le  cylindre  limitant  l'ombre  portée  par  le 
disque  a  une  base  horizontale  circulaire.) 

20.  On  reprend  toujours  le  même  ellipsoïde.  Un  cône  a  pour  sommet 
le  point  le  plus  en  avant  de  Téquateur  et  pour  base  un  cercle  déduit  de 
cet  équateur  par  la  translation  (65,  o,  — 100).  Représenter  l'ellipsoïde 
entaillé  par  le  cône. 

21.  Un  paraboloïde  de  révolution  a  pour  sommet  et  foyer  les  points  («>, 
100.  i5o)  et  (o,  100.  120).  Un  cylindre  a  pour  base,  dans  le  plan  horizon- 
tal, le  cercle  de  centre  ( — 65.  i3o.  o)  et  de  rayon  80.  Ses  génératrices 
sont  parallèles  à  la  droite  qui  Joint  le  centre  de  la  base  au  point  (o.  100, 
io5).  Représenter  le  paraboloïde  entaillé  par  le  cylindre  et  limité  aux 
deux  plans  de  projection. 

22.  Deux  cônes  de  révolution  ont  leurs  axes  parallèles  à  la  ligne  de 
terre.  Leurs  sommets  respectifs  ont  pour  coordonnées  ( — 80,  i4o,  i^o') 
et  (o,  140,  170)  et  leurs  angles  au  sommet  sont  respectivement  égaux 
à  60°  et  120°.  On  les  limite  par  le  plan  de  profil  d'abscisse  80.  Repré- 
senter le  solide  commun;  (La  projection  verticale  est  une  parabole,  dont 
on  pourra  construire  le  sommet,  en  parlant  de  la  construction  de  la 
tangente  en  un  point  quelconque  et  cherchant  à  déterminer  le  plan  sécant 
auxiliaire  pour  que  cette  tangente  soil  horizontale,  ce  qui  peut  se  faire 
en  observant  que  la  condition  ainsi  imposée  fait  connaître  le  rapport  des 
rayons  des  deux  parallèles.) 

23.  Un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  a  pour  sommet  le  point  (.'^o, 
i5o,  200)  el  pour  demi-angle  au  sommet  \o°.  Une  sphère,  de  rayon  60.  a 
pour  centre  le  point  ( — 90,  i5o,  i5o).  Le  tout  est  éclairé  par  des  rayons 
lumineux  de  paramètre*  directeurs  (i,  o.  —  i).  Représenter  l'ombre 
portée  par  la  sphère  sur  le  cône. 

2V.  Une  sphère  a  pour  rayon  80  et  pour  centre  (o.  90,  90).  Un  cône 
de  révolution  a  pour  sommet  (—80,  90,  280).  Son  axe  passe  par  le 
point  (25,  90,  90).  l'ne  de  5e>f  génératrices  est  la  tangente  non  verticale 
menée  par  son  sommet  au  cercle  de  contour  apparent  vertical  de  la 
sphère.  Représenter  le  cône  entaillé  par  la  sphère  et   limité   aux   deux 
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paralièles  qui  passent  par  les  poinls  où  la  deuvièrae  génératrice  de 
front  du  cône  rencontre  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère. 
(E.  C.  1890.) 

25.  Une  sphère  a  pour  rayon  80  et  pour  centre  (o,  100,  100).  Vn  cône 
de  révolution  contient  le  diamètre  vertical  de  celte  spl)ère;  il  est,  en 
outre,  tangent  à  la  sphère  à  Textrémité  du  ravon  dont  les  paramètres 
directeurs  sont  ( — i,  o,  i).  Le  tout  est  éclairé  par  les  rayons  habituels 
à  45".  Représenter  Tenserable  des  deux  solides,  en  ne  gardant  du  cône 
que  la  nappe  iaférieure  limitée  à  la  sphère. 

26.  Un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  a  pour  sommet  ( — 10.  100. 
210)  et  pour  trace  horizontale  un  cercle  de  rayon  80.  Un  ellipsoïde  de 
révolution  allongé  a  pour  axe  la  perpendiculaire  à  la  génératrice  de  front 
et  de  gauche  du  cône  menée  par  le  point  { — 10,  100,  80).  Son  centre  est 
à  une  distance  de  ce  dernier  point  égale  à  25  et  à  gauche.  Les  longueurs 
des  axes  de  Tellipse  méridienne  sont  220  et  120.  Représenter  l'ensemble 
des  deux  solides,  en  supprimant  les  parties  de  1  ellipsoïde  extérieures 
aux  deux  plans  tangents  de  bout  du  cône.  (E.  C.  1896.) 

27.  Un  paraboloïde  de  révolution  a  pour  sommet  et  fover  les  points  (70, 
55,  i5o)  et  (70,  55,  g3).  Un  cône  de  révolution  admet  pour  section  méri- 
dienne la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  sommet  du  parabo- 
loïde et  une  verticale  d'abscisse  —  5o.  La  courbe  d'intersection  de  ces 
deux  surfaces  sert  de  directrice  à  un  second  cône  ayant  même  sommet 
que  le  paraboloïde.  Représenter  le  solide  commun  aux  deux  cônes,  en  le- 
limitant  par  le  plan  horizontal  de  cote  96.  (E.  P..  1896.) 

28.  Un  tore  à  axe  vertical  a  un  cercle  générateur  de  rayon  60.  Les 
tangentes  communes  intérieures  des  deux  cercles  méridiens  de  front 
sont  rectangulaires.  Le  parallèle  inférieur  a  pour  cote  i5  et  le  point  le 
plus  en  arrière  a  pour  éloignement  i5.  Parmi  les  quatre  points  de  contact 
des  tangentes  communes  précédentes,  on  choisit  celui  qui  est  le  plus 
élevé  et  le  plus  à  droite  comme  centre  dune  sphère  tangente  extérieure- 
ment au  cercle  méridien  de  gauche.  Représenter  le  tore  entaillé  par  la 
sphère. 

29.  Un  hémisphère  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal;  son 
rayon  est  100  et  son  centre  a  pour  coordonnées  (o,  100,  o).  Un  tore  à 
axe  vertical  a  pour  centre  (o,  170,  5i);  les  cercles  de  l'équateur  ont  pour 
rayons  21  et  119.  Représenter  l'hémisphère  entaillé  par  le  tore.  (E.  C 
18-8.  La  sphère  est  bilangente  au  tore  et  le  coupe,  par  conséquent, 
suivant  deux  cercles.) 
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30.  Un  tore  a  pour  centre  le  point  (o,  120,  120).  Les  paramètres 
directeurs  de  son  axe  sont  (2.  o,  i).  Les  cercles  de  Téquateur  ont  pour 
rayons  4o  et  120.  Une  sphère  contient  le  cercle  méridien  de  front  le  plus 
bas;  son  centre  a  pour  éloignement  i5o.  Représenter  le  tore  entaillé  par 
la  sphère. 

31.  Par  le  point  O  ( — 4o,  110,  200).  on  mène  une  verticale  et  une 
droite  de  paramètres  directeurs  (2,  o.  — 1).  On  fait  tourner  successive- 
ment autour  de  ces  deux  droites  un  cercle  situé  dans  leur  plan,  de 
centre  C(20,  iio,  5o)  et  de  rayon  40.  On  obtient  ainsi  deux  tore>. 
Représenter  le  premier  entaillé  par  le  second.  (La  projection  verticale 
de  l'intersection  est  une  ellipse:  on  peut  le  démontrer  élénientairement, 
à  partir  de  la  construction  du  point  courant,  en  calculant  léquation  par 
rapport  à  deux  diamètres  conjugués,  dont  l'un  est  CO  et  laulre  parallèle 
à  la  droite  joignant  m'  au  milieu  de  la  corde  interceptée  par  la  sphère 
auxiliaire  sur  le  cercle  générateur.) 

32.  On  donne  un  losange  ABCD,  dans  le  plan  horizontal  de  cote  3o.  Le 
côté  AB  est  dans  le  plan  vertical  ;  la  diagonale  AC  issue  du  sommet  le  plus 
à  gauche  a  pour  longueur  200  et  la  diagonale  BD  a  pour  longueur  120. 
Le  losange,  en  tournant  autour  de  AC,  engendre  un  double  cône.  Le 
cercle  qui  passe  par  C,  D  et  par  le  centre  du  losange  engendre  un  tore, 
en  tournant  autour  de  AB.  Représenter  le  double  cône  entaillé  par  le 
tore  et  limité  au  plan  horizonlal.  (E.  P.,  1878.) 

33.  Un  tore  à  axe  vertical  a  pour  centre  le  point  (o^  i35,  5o).  Les 
parallèles  maximum  et  minimum  ont  pour  ravons  i3o  et  40.  Un  cône  a 
pour  sommet  (o,  i35,  i35)  et  pour  directrice  la  section  du  tore  parle 
plan  de  profil  qui  passe  à  85  à  droite  de  Taxe.  Représenter  le  tore  entaillé 
par  le  cône  (E.  C,  1896). —  (Le  reste  de  l'intersection  est  sur  la  sphère 
inverse  du  plan  de  base  du  cône  par  rapport  au  sommet  de  ce  cône,  la 
puissance  d'inversion  étant  celle  qui  transforme  le  tore  en  lui-même. 
On  est  donc  ramené  a  une  intersection  de  sphère  et  de  tore.) 

34-.  Un  tore  à  axe  vertical  a  pour  centre  (o,  120,  80).  Le  centre  de 
son  cercle  générateur  décrit  un  cercle  de  ravon  80.  Le  rayon  de  son 
parallèle  maximum  est  i3o.  Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  (80, 
200,  80).  Son  axe  est  de  bout  et  son  angle  au  sommet  est  droit.  Repré- 
senter le  tore  entaillé  par  le  cône.  (Couper  par  des  sphères  passant 
par  le  cercle   méridien  qui  admet  pour  axe  l'axe  du  cône.) 

3.>.  On  coupe  un  tore  à  axe  vertical  par  le  cvlindre  circonscrit  le  long 
d'un  cercle  méridien  de  front.  Démontrer  ((ue  la   projection  hoiizonlale 
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de  l'intersection  est  une  paral:)ole  admettant  pour  fover  la  traco  horizon- 
tale o  de  l'axe  du  tore  et  pour  sommet  la  projection  horizontale  du  centre 
du  cercle  méridien.  (Couper  par  un  plan  horizontal  et  montrer  que  la 
dislance  mo  est  égale  à  la  dislance  de  ni  à  la  directrice.) 

36.  Gonslruire  une  droite  s'appujant  sur  deux  droites  données  et 
faisant  avec  elles  des  angles  donnés.  (On  cherche  d'abord  la  direction 
de  la  droite,  au  moyen  de  rintersection  de  deux  cùnes  de  révolution  de 
même  sommet.) 


CHAPITRE  YI. 

SURFACE    GAUCIIK    DE    RÉVOLUTION. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

I.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution^  de  cenlre  (o,  o'),  à 
axe  vertical  et  dont  les  génératrices  sont  inclinées  à  45°  sur  le  plan 
horizontal.  In  cône  de  révolution  a  son  sommet  [s,  s')  sur  la  tangente 
au  cercle  de  gorge  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  de  plus  grand  éloi- 
gnement.  Son  axe  est  la  tangente  à  ce  cercle  au  point  le  plus  à  droite. 
Sa  base  dans  le  plan  de  front  F  qui  contient  l'axe  de  l'hyperboloïde 
est  un  cercle  A'  double  du  cercle  de  gorge.  En  supposant  que  l'hyper- 
boloïde est  plein  à  l'intérieur  du  cercle  de  gorge,  représenter  le  solide 
commun,  en  le  limitant  au  plan  de  front  qui  passe  par  le  point  le  plus 
en  arrière  du  cercle  de  gorge  et  au  plan  symétrique  par  rapport  au 
sommet  du  cône  {fig  ?-i). 

Nous  avons  afTaire  à  deux  surfaces  de  révolution:  mais,  leurs  axes  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan.  Pour  construire  un  point  quelconque,  nous 
prendrons  rintersection  d'une  génératrice  de  l'Iiyperboloïde  avec  le  cône 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  nous  couperons  par  un  plan  auxiliaire  pas- 
sant par  le  sommet  du  cône  et  par  une  génératrice  quelconque  de  Tliyper- 
boloïde  (n°82). 

Considérons,  par  exemple,  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  (B,  H') 
du  cercle  de  gorge  et  par  le  point  (D,  D')  pris  sur  le  parallèle  II,  le(|uel 
a  été  déterminé  au  moyen  du  point  (3,  3')  d'une  génératrice  de  front. 
Clierclioiis  la  trace  du  plan  (.vHD,  5'B'D')  sur  le  plan  de  base  I'  du  cône. 
Cette  trace  contient  d'abord  la  trace  (E,  K')  de  la  génératrice;  en  outre, 
elle  est  parallèle  à  la  fj-ontale  {sG,  s'G')\  sa  projection  verticale  est 
donc  E'K'I^'  parallèle  à  5'G'.  l^lle  rencontre  le  cercle  A'  aux  deux 
points  Iv'  et  L'.  Les  génératrices  s'K'  et  s'L'  du  cône  rencontrent  B'D 
aux  points  2' et  10",  qui  appartiennent  à  la  projection  verticale  île  l'inter- 
section et  (|ui  se  rappellent  en  ?/el  10,  sur  BD. 

Construisons,  par  exemple,  la  tangente  au  point  (10,  lo"),  en  prenant 
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rinterseclion  des  plans  lani;enls.  Pour  construire  celle  iaterseclion,  nous 
coupons  par  le  plan  auxiliaire  F.  Le  plan  tangent  au  cône  est  coupé 
suivant  la  tangente  L' l'  à  la  base  A'.  Le  plan  tangent  à  riiyperboloïde 
est  déterminé  par  les  génératrices  (BD,  H'D')  et  (MX,  M'iN')  issues  du 
point  (fo,  lo").  Prenons  leurs  traces  (E,  E')  et  (N,  M')  sur  F;  la 
droite  E'N'  est  la  projection  verticale  de  la  trace  du  plan  tangent  à 
riivperboloïde.  Elle  rencontre  la  trace  du  plan  langent  au  cône  en  t' ,  qui 
se  rappelle  en  /.  La  tangente  cherchée  est  la  droite  {iot,  lo'/'). 

Points  remarquables.  —  Nous  avons  d'abord  les  points  sur  les  contours 
apparents  horizontaux,  en  coupant  par  le  plan  du  cercle  de  gorge.  Xous 
obtenons  seulenienl  les  points  i  et  4.  qui  se  rappellent  en  i  '  et  4'.  Dans 
l'espace,  les  tangentes  en  ces  points  sont  veilicales;  elles  se  conservent 
en  projection  verticale;  mais,  en  projection  horizontale,  nous  nous  trou- 
vons dans  le  cas  d'exception  (n"  1)  et  il  nous  faut  prendre,  pour  chaque 
point,  la  trace  horizontale  du  plan  osculateur.  A  cet  effet,  nous  appli- 
quons le  théorème  de  Meusnier  (n°  G). 

Pour  le  point  (1,  i'),  le  centre  de  courbure  normale  est  (6,  6')  relati- 
vement à  l'hvperboloïde.  C'est  le  centre  de  courbure  de  l'hyperbole 
méridienne  en  son  sommet  et  Ton  sait  que  le  rayon  de  courbure  en  ce 
point  est  égal  au  demi-axe  transverse  (t.  Il,  n°  532);  donc  b'  est  symé- 
trique de  o'  par  rapport  à  i'.  Le  centre  de  courbure  normale  relativement 
au  cône  est  le  point  de  rencontre  (c.  s')  de  la  normale  avec  l'axe.  La 
droite  {bc,  b's')  est  l'axe  de  courbure  de  la  courbe  d'intersection.  Le 
plan  osculateur,  qui  lui  est  perpendiculaire,  a  donc  une  trace  horizontale 
perpendiculaire  à  bc;  telle  e^t  la  direction  de  la  tangente  en  i . 

Si  l'on  prend  l'intersection  de  l'axe  de  courbure  piécédent  avec  la 
normale  au  cylindre  projetant  verticalement  la  courbe,  on  obtient  le 
point  (6,  b')\  b'  est  le  centre  de  courbure  de  la  projection  \erlicale  en  i' 
(n°67). 

Procédons  de  même  au  point  (4,  4')-  Le  centre  de  courbure  normale 
pour  riiyperboloïde  est  projeté  horizontalement  en  d,  symétrique  de  o 
par  rapport  à  4-  Le  centre  de  courbure  normale  pour  le  cône  est  projeté 
horizontalement  en  «,  car  [\a  est  perpendiculaire  à  4  '•  L'axe  de  cour- 
bure a  pour  projection  ad.  La  tangente  en  4  est  perpendiculaire  à  cette 
droite  et  le  point  e'  est  le  centre  de  courbure  de  la  projection  verticale 
en  4'. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  Ihyperboloïde  sont  à 
l'intersection  du  cercle  A'  avec  l'hyperbole  méridienne.  Un  calcul  facile 
de  géométrie  analytique  montre  que  l'abscisse  de  ces  points  par  rapport 
à  o'  est  égale  au  double  du  rayon  du  cercle  de  gorge;  cela  permet  leur 
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construction  exacte  et  très  simple  (la  droite  6'6'  est  perpendiculaire  au 
milieu  du  rayon  qui  aboutit  au  point  le  plus  à  droite  de  A').  Les  lan- 
;4entes  en  ces  points  sont  celles  de  riivperbole  méridienne;  elles  ont  des 
directions  symétriques  de  o'6'  et  de  o'6"  par  rappoil  à  la  direction  des 
asymptotes. 

Les  points  (3,  3),  (3,  3"),  (7,  7'),  (7,  7  ")  sont  donnés  par  Tinlersection 
des  génératrices  issues  du  point  (/,  o')  avec  le  cercle  A'  concentrique 
à  A'  et  de  rayon  double. 

Les  points  8  et  12  ont  été  construits  par  l'intersection  de  la  droite  /./ 
avec  riivperbole  qui  constitue  la  projection  horizontale  et  dont  nous 
allons  tout  à  l'heure  indifiuer  la  détermination  des  asymptotes.  On  a 
appliqué  la  construction  du  n°  5V1  du  tome  II,  en  se  servant  du  point  4 
comme  point  déjà  connu.  Des  lignes  de  rappel  donnent  ensuite  8',  8", 
12',  12",  sur  le  cercle  A". 

Les  points  (5,5'),  (5,5"),  (11,  11'),  (11,11")  ont  été  obtenus  en 
coupant  par  le  plan  de  profil  de  (5,  .s')  et  rabattant  ensuite  ce  plan  sur 
le  plan  du  cercle  de  gorge,  la  charnière  étant  par  conséquent  l'axe  du 
cône.  Les  génératrices  du  cône  se  rabattent  suivant  les  génératrices  de 
contour  apparent  horizontal  sh,  si.  Une  génératrice  de  l'hyperboloïde  se 
rabat  suivant  la  droite  /«,  inclinée  à  45°  sur  as.  Les  points  \  et  XI  sont 
les  rabattements  des  points  (5,  5')  et  (11,  11'),  dont  le  relèvement  est 
évident.  L'autre  génératrice  de  l'hyperboloïde  donnerait  les  points  symé- 
triques (5,  5")  et  (i  I,  1 1"). 

Cherchons  enfin  les  points  situés  dans  le  plan  de  profil  du  point  (i.  i'). 
Considérons  une  des  génératrices  issues  de  ce  point  et  coupons  par  le 
plan  qui  la  contient,  en  même  temps  que  (5,  s').  La  parallèle  à  cette 
génératrice  menée  par  {s,  s')  perce  le  plan  de  front  F  au  point  (a,  iv'), 
tel  que  s' iv' =  sa  =1  s' o' .  La  trace  du  plan  auxiliaire  sur  F  est  i'«r';  elle 
rencontre  A'  au  point  ^'.  La  génératrice  s' œ'  rencontre  la  verticale  de  1 
au  point  9",  qui  est  la  projection  verticale  d'un  des  points  cherchés.  La 
projection  horizontale  9  s'obtient  en  portant  i  9  =  i'9".  L'autre  généra- 
trice issue  du  point  (1,  i')  donnerait  le  point  symétri(|ue  (9,  9'). 

Asymptotes.  —  Nous  pouvons  remplacer  riiyperboloide  par  son  cône 
asvmptole  (n"!)).  Cherchons  d'abord  les  directions  asymptotiques.  en 
construisant  l'intersection  du  cône  proposé  avec  le  cône  de  même  sommet 
parallèle  au  cône  asymptote  de  la  surface  gauche.  A  cet  elVet,  nous 
coupons  les  deux  cônes  par  une  sphère  ayant  pour  centre  leur  sommet 
commun  (n"()6),  par  exem|tle,  par  la  sphère  (|ui  contient  le  cercle  A'. 
ï..e  rayon  de  cette  sphère  est  .çi.  Fn  le  reportant  en  s' m'  sur  une  droite 
â  45°,  puis  menant  l'horizontale  du  point  m',  nous  avons  la  projection 
verticale  d'un  des  parallèles  suivant  lesquels  le  second  cône  est  coupé 
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par  la  sphère  auxiliaire.  Celle  droite  renconlre  A'  en  n'  el  p'  qui  se 
rappellenl  en  n  el  p.  sur  F.  Finalement,  les  àvoiles  (sn.  s' /i')  el  {sp^s'o') 
sont  deux  des  directions  asvmptoliques  ciiercliées,  les  deux  autres  élanl 
syniétrif|ues  des  premières  par  rapport  au  plan  horizontal. 

Cherchons  Tasymplole  correspondant  à  la  direction  {sn,  s' n').  C'est 
l'inlerseclion  des  plans  tani;enls  au  cùne  proposé  el  au  cône  asymptote 
le  long  des  génératrices  parallèles  à  celle  direction.  Pour  construire 
celle  intersection,  coupons  par  le  plan  de  gorge.  La  tanj:enle  en  {n,  //') 
à  la  base  du  cùne  donné  perce  ce  plan  en  (y.  /jr');  en  joignant  (sq,  s^q'), 
on  a  la  trace  du  premier  plan  langent  sur  le  plan  de  gorge.  Quant  à  la 
trace  du  plan  langent  au  cône  asymptote,  cesl  évidemment  la  perpen- 
diculaire {or,  o' /•')  menée  par  (o,  o')  à  la  direction  horizontale  projetée 
en  sn.  Elle  renconlre  la  première  trace  en  (/•,  /').  En  menant,  par  ce 
point,  une  parallèle  à  {s/i,  s' />'),  nous  avons  l'asymptole  cherchée. 

On  détermine  de  même,  au  moyen  du  point  {u.,  ^^'),  rasymptole  paral- 
lèle à  {sjy,  s'p').  Les  deux  autres  asymptotes  sont  symétriques  des  deux 
premières  par  rapport  au  plan  de  gorge. 

Degrés  des  projections.  —  La  courbe  de  l'espace  est  une  biquadra- 
tique.  Elle  admet  le  plan  de  gorge  pour  plan  de  symétrie,  puisque  ce 
plan  est  plan  de  svmélrie  pour  chacune  des  deux  surfaces.  Il  suit  de  là 
que  la  projection  horizontale  esl  du  second  degré,  donc  une  hyperbole, 
puisqu'elle  possède  deux  asymploles.  Quant  à  la  projection  verticale, 
c'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  admettant  os'  comme  axe  de 
symétrie. 

Jonction  des  points.  —  Elle  ne  présente  aucune  difficulté,  en  partant 
de  la  projection  horizontale.  A  l'arc  821,  correspond  3'i'3";  l'arc  i  4 
(non  tracé  sur  la  figure)  esl  virtuel;  l'arc  4^67  donne  7'4'7";  enfin,  à 
l'arc  8  9  10  u  12,  correspondent  les  deux  arcs  S'g'i'.î'  el  8"9"r:>". 

Sections  par  les  plans  de  Jront  limites.  —  La  section  par  le  plan  gli 
se  compose  de  deux,  génératrices  pour  l'hyperboloïde  el  du  cercle  A*" 
pour  le  cône.  On  ne  doit  conserver  que  la  portion  de  chacune  de  ces 
sections  qui  esl  intérieure  à  l'autre,  à  savoir  les  segments  3'o'- "  el  .^"o'j' 
€l  les  arcs  de  cercle  3'8'7'  et  3'8"7  ".  (Uemarquer  que  les  angles  situés 
dans  la  partie  solide  de  riiyperboloïde  sont  Z'  o' ']'  el  00'']".) 

La  section  par  le  plan  /,/  se  compose  des  deux  arcs  de  cercle  8'r.i' 
€t  8"i'.î"  pour  le  cône  el  des  deux  arcs  d'hvperbole  8'1*' 12'  el8"P"ii" 
pour  la  surface  ;.'auclie.  [Les  sofnmels  1''  el  F'  ont  été  obtenus  en  cons- 
truisant les  projections  verticales  des  deux  points  de  rhvperboloïde 
projetés    horizontalement    en    V   (  n"  80,    1).   <  >n    a    construit    aussi    les 
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points  R'  €t  R",  en  portant  i'R'i=  i'R"r=:  oP.  Enfin,  les  asv  m  ploies  sont 
les  mômes  que  pour  la  méridienne  principale,  c'esl-à-dire  -'o'3" 
et  ~"o'o'.  Elles  ont  permis  de  construire  les  lani;entes  (non  reportées 
sur  la  figure)  aux  points  8',  8",  12',  ij'.J 

/Ponctuation.  —  En  projection  horizontale,  iQule  la  courbe  esl  vue^ 
parce  que  la  partie  qui  est  au-dessus  du  plan  de  gorge  est  certainement 
vue  sur  le  cône,  11  en  est  de  même  pour  les  projections  3  7  et  8  12  des 
arcs  de  cercles  des  plans  limites. 

On  ne  conserve  des  contours  apparents  que  le  segment  i  4  ^^^  cône  et 
l'arc  1/4  du  cercle  de  gorge.  Ce  dernier  esl  d'ailleurs  caché.  (Le  cercle 
de  gorge  d'une  surface  gauche  à  axe  vertical  n'est  vu  que  lorsque  cette 
surface  esl  creuse,  contrairement  à  Ihypotiiêse  actuelle.) 

En  projection  verticale,  les  arcs  S' 12',  B'ia",  6'4'6"  sont  en  avant  du 
plan  F;  il  sont  donc  vus  sur  l'hvperboloïde  et,  par  suite,  sur  le  solide 
commun.  L'arc  S'i'o"  serait  caché  à  la  fois  sur  les  deux  solides,  si 
ceux-ci  étaient  conservés  en  entier.  Mais,  il  devient  vu  sur  le  cône  quand 
on  enlève  la  partie  de  la  nappe  antérieure  qui  esl  intérieure  à  l'hyper- 
boloïde.  11  en  va  de  même  pour  les  arcs  6'"'  et  6" 7".  Finalement,  toute 
la  courbe  est  vue  en  projection  verticale. 

Les  arcs  de  cercle  et  l'hyperbole  du  plan  /./  le  sont  évidemment  aussi. 

Dans  le  plan  g/i,  les  arcs  de  cercle  3'8',  3" 8",  7' 12',  7"  12"  sont  seuls 
vus;  les  segments  de  génératrices  3' 7"  et  3" 7'  sont  cachés. 

On  ne  conserve  du  contour  apparent  de  la  surface  gauche  que 
l'arc  6'.s'6"  de  la  méridienne  principale,  qui  esl  intérieur  au  cercle  A'; 
il  est  vu.  (Il  serait,  au  contraire,  caché,  si  l'hyperboloïde  était  creux.) 

Une  fois  la  ponctuation  terminée,  on  peut  se  rendre  compte  que  le  solide 
représenté  se  compose  de  trois  morceaux.  Deux  appartiennent  à  la  nappe 
antérieure  du  cône  et  sont  svmétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au 
plan  de  gorge.  Le  troisième  appartient  à  la   nappe  postérieure  du  cône, 

11.  Soit  un  cube,  dont  une  face  {abcd,  a' b'c'd')  est  de  front. 
IS avcie  {ab,  a'  b')  est  verticale.  Le  sommet  {a,  a'),  qui  est  le  plus  baSy 
le  plus  à  gauche  et  le  plus  en  avant,  a  pour  coordonnées  (o,  36,  ^Q>). 
IJarHe  du  cube  a  pour  longueur  20. 

On  fait  tourner  autour  de  {ab,-a' b')  la  diagonale  de  la  deuxième 
face  de  front  du  cube  qui  se  projette  verticahment  suiiant  a'c'.  On 
obtient  ainsi  un  hyperboloïde  IL  On  fait  ensuite  tourner  autour 
de  {bd,  b'd)  l'arête  de  cette  deuxième  face  qui  se  projette  verticale- 
ment suivant  c' d' .  On  obtient  un  hyperboloide  II'.  Représenter  le 
solide  commun,  en  le  limitant  au. r  plans  Iiorizontaux  de  cotes  \  et  68 
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{on  suppose  que  chaque   liyperboloïde  est  plein   dans   la   région   qui 
comprend  son  axe)  {fig.  22). 

La  perpendiculaire  commune  à  Taxe  et  la  génératrice  donnée  de  II  a 
pour  pieds  sur  ces  deux  droites  (a,  a')  et  (e,  a').  Le  cercle  de  gorge  se 
projette  donc  liorizontalemenfsuivanl  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayonne 
et  verticalement  sur  l'iiorizonlaie  a' d' .  La  «léridienne  principale  est  une 
hyperbole  équilalère  a3ant  pour  asymptotes  les  projections  verticales  a' h' 
et  a' h"  des  génératrices  de  front.  Le  demi-axe  transverse  est  a' d' . 

Les  deux  plans  horizontaux  qui  limitent  la  surface  sont  équidistanls 
du  plan  de  gorge.  En  prenant  la  trace  (/*,  h')  d'une  des  génératrices  de 
front  sur  le  plan  inférieur,  par  exemple,  on  a  un  point  du  parallèle  sui- 
vant lequel  ce  plan  coupe  H.  Le  parallèle  du  plan  supérieur  est  symé- 
trique du  premier  par  rapport  au  plan  de  gorge  et  a,  par  conséquent,  la 
même  projection  liorizonlale.  Les  traces  [g,  g'),  {g,  g"),  (H,  H'), 
(II,  H  )  de  ces  deux  parallèles  sur  le  plan  de  front  ac  donnent  les  points 
extrêmes  de  la  méridienne  principale.  La  tangente  en  g',  par  exemple, 
a  été  construite  au  moyen  de  la  normale  g' />:' ,  le  point  A'  étant  le  point 
de  rencontre  de  l'axe  avec  la  perpendiculaire  en  h"  à  a' h"  (cette  perpen- 
diculaire est  la  trace  du  plan  normal  à  une  quelconque  des  génératrices 
de  front  de  projection  verticale  a' h").  On  aurait  pu  aussi  la  construire 
en  se  servant  des  asymptotes. 

La  perpendiculaire  commune  à  Taxe  et  à  la  génératrice  donnée  de  II' 
a  pour  pieds  sui-  ces  deux  droites  {d,  d)  et  (/,  d').  Le  cercle  de  gorge 
se  projette  verticalement  sur  la  droite  d'D'  perpendiculaire  à  d' b'.  Son 
rayon  df  est  égal  au  rayon  du  cercle  de  jiorge  précédent,  de  sorte  que  les 
deux  liyperboloïdes  sont  égaux.  Pour  faire  les  constructions  relatives 
à  II',  il  sera  commode  de  prendre  comme  plan  horizontal  auxiliaire  de 
projection  le  plan  de  son  cercle  de  gorge.  Si  l'on  prend  comme  plan  ver- 
tical le  plan  de  front  des  axes,  la  ligne  de  terre  sera  xy  pour  H  et  .r,  )'| 
pour  II'.  Dans  le  deuxième  système,  le  cercle  de  gorge  de  II'  se  projette 
horizontalement  suivant  le  cercle  de  centre  d'  et  de  ravon  d' a' . 

\jC  contour  apparent  vertical  de  H'  est  sa  méridienne  principale,  c'est- 
à-dire  une  hyperbole  équilatère  admettant  pour  asymptotes  d'c'  et  /l'a' 
et  pour  demi-axe  Iransverse  d'D'.  VA\e  rencontre  les  plans  horizontaux 
limites  aux  points  (L,  L')  et  (M,  M'),  symétriques  l'un  de  l'autre  i)ar  rap- 
port à  (d,  d').  Poui-  construire  L',  par  exemple,  le  plus  simple  eût  été  de 
construire  (  t.  Il,  n"  ."iVl  )  le  point  de  rencontre  de  l'hyperbole  méridienne, 
délinie  par  ses  asymptotes  et  son  sommet  D',  avec  la  droite  a'  "'•  <!»• 
est  parallèle  à  une  des  asymptotes.  A  titre  d'exercice,  nous  avons  indiqué 
une  autre  construction,  qui  consiste  à  chercher  le  point  de  renconlie  de 
l'hyperboloïde  avec  la  droite  (i,'ll,  g'ii),  qui  a  déjà  son  point  à  l'inllni 
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en  commun  avec  la  surface.  Suivant  la  méthode  indiquée  su  n"  80,  IV, 
coupons  par  le  plan  contenant  celte  droite  et  la  génératrice  paral- 
lèle (3"2",  d'à').  Prenons  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  de  gorge,  en 
utilisant  le  deuxième  système  de  projection.  La  trace  de  ,a''1I'  a  ses  deux 
projections  confondues  en  F,  sur  ^'i/i.  La  trace  de  la  génératrice  est 
le  point  (J,,  d')  du  cercle  de  gorge.  La  trace  du  plan  auxiliaire  est 
donc  (l'J,,  l'd').  Elle  rencontre  le  cercle  de  gorge  en  un  point  de  projec- 
tion horizontale  K,.  La  génératrice  issue  de  ce  point  et  située  dans  le 
plan  auxiliaire  se  projette  horizontalement  suivant  la  tangente  en  K,  au 
cercle  de  gorge;  cette  tangente  rencontre  .r,^,  en  L,,  qui  se  rappelle, 
en  L',  sur  ^'11'. 

Les  plans  horizontaux  limites  sont  parallèles  à  un  plan  tangent  au  cône 
asymptote;  ils  coupent  donc  la  surface  suivant  deux  paraboles,  d'ailleurs 
symétriques  Tune  de  l'autre  par  rapport  au  centre  {d,  d')  de  la  surface. 
En  projection  horizontale,  ces  paraboles  ont  pour  axe  commun  jry  et 
pour  sommets  respectifs  L  et  M.  Elles  passent  par  les  points  3  et  3', 
considérés  comme  les  projections  horizontales  des  points  de  rencontre 
des  plans  horizontaux  limites  avec  les  deux  génératrices  verticales  de  la 
surface.  Cela  suffit  pour  les  déterminer.  Observons,  en  outre,  qu'elles 
passent  respectivement  par  les  points  4,  4  et  7,  7",  qui  seront  construits 
tout  à  l'heure.  Bien  entendu,  nous  n'avons  tracé  que  les  arcs  de  ces 
paraboles  qui  sont  intérieurs  au  cercle  de  diamètre  ^H. 

Le  contour  apparent  horizontal  de  H'  se  réduit  aux  deux  points  3  et  3  ', 
traces  des  génératrices  verticales  (n^SS). 

Construction  de  la  courbe  d'intersection.  —  Nous  avons  affaire  à 
deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent  au  point  (6,  b'). 
Pour  construire  un  point  quelconque  de  l'intersection,  nous  coupons 
donc  par  une  sphère  ayant  pour  centre  ce  point  (n°  66).  Appliquons  la 
méthode  à  la  recherche  des  points  situés  sur  les  parallèles  extrêmes  de  H. 
Cherchons,  par  exemple,  les  points  situés  sur  le  parallèle  g'W.  Nous 
coupons  par  la  sphère  qui  contient  ce  parallèle.  Elle  coupe  H'  suivant 
deux  parallèles,  qui  passent  par  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  avec 
la  génératrice  verticale  (/,  d'c').  Pour  construire  ces  points,  nous  cou- 
pons par  le  plan  de  front  ef.  Ce  plan  coupe  H  suivant  deux  génératrices, 
dont  l'une  rencontre  la  sphère  auxiliaire  au  point  (A,  h  ).  Il  coupe  donc 
la  sphère  suivant  un  cercle  passant  par.  ce  point  et  dont  la  projection 
verticale  est.  par  suite,  le  cercle  de  centre  b'  et  de  rayon  b' h' .  Ce  cercle 
rencontre  de'  en  i'  (et  en  un  autre  point,  qui  conduirait  à  des  points 
imaginaires).  Le  parallèle  de  H'  qui  passe  par  ce  point  est  projeté  verti- 
calement suivant  la  perpendiculaire  à  b  d\  laquelle  rencontre  i?'H' en  7'. 
Haag.  —  Exercices,  IV.  7 
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rappelé  liorizontalement  en  ^  ou  -'.  Les  points  (-,  j')  el  (-',  7')  sont  les 
deux  points  cherchés. 

Construisons  la  tangente  en  (7,  7'),  par  la  mélliode  des  normales.  La 
normale  à  il  rencontre  l'axe  en  k'  précédemment  déterminé.  Pour  aroir 
la  normale  à  H',  considérons  le  point  i'  du  même  parallèle  qui  se  trouve 
sur  la  génératrice  verticale  donnée.  Le  plan  normal  à  cette  génératrice 
est  un  plan  horizontal,  qui  rencontre  l'axe  h'd'  âu  point  l'.  La  droite  kl' 
est  la  projection  verticale  dune  droite  de  front  du  plan  normal;  la  tan- 
gente en  7'  est  donc  perpendiculaire  à  cette  droite.  La  frontale  ci-dessus 
rencontre  le  plan  horizontal  g'iV  en  m',  rappelé  en  m.  sur  ff\l.  La 
droite  -/n  est  la  projection  horizontale  d'une  horizontale  du  plan  nor- 
mal. La  tangente  en  7  est  donc  perpendiculaire  à  cette  droite. 

On  a  opéré  de  même  pour  construire  les  points  (4,  4  )  et  (4'.  4)  et  la 
tangente  en  l'un  d'eux. 

La  splière  limite  est  celle  qui  est  tangente  en  (/.  c')  à  la  génératrice 
\erlicale  (/.  cl' c').  Elle  a  pour  rayon  />/=  h' d' .  Il  s'ensuit  qu'elle  con- 
tient le  cercle  de  gorge  de  11.  Ce  cercle  rencontre  le  parallèle  c'a'  de  11' 
aux  points  (2,  2')  et  (2",  2').  En  chacun  d'eux,  la  courbe  est  tangente 
au  cercle  de  gorge  de  II,  d'après  le  théorème  des  surfaces  limites  (n"  7). 
(En  projection  horizontale,  on  peut  aussi  remarquer  que  les  points  appar- 
tiennent au  contour  apparent  horizontal  de  H.) 

Le  cylindre  projetant  horizontalement  la  courbe  et  Ihvperboloïde  II 
sont  tangents  en  (2.  ■?.'):  donc,  en  ce  point,  le  centre  de  courbure  nor- 
male est  le  même  pour  les  deux  surfaces.  Or,  pour  11.  c'est  le  centre  du 
cercle  de  gorge.  Il  s'ensuit  que  la  projection  horizontale  de  ce  cercle  est 
le  cercle  de  courbure  en  2  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe. 

La  sphère  limite  coupe  II  suivant  un  second  parallèle,  qui  n'est  autre 
que  le  parallèle  passant  par  (y,  c'),  point  de  rencontre  des  génératrices 
données  des  deux  surfaces.  Il  rencontre  le  parallèle  de  H'  aux  deux 
points  (6,  6')  el  (6',  ()'),  en  chacun  desquels  la  courbe  est,  comme  tout 
à  l'heure,  tangente  au  parallèle  de  II. 

Les  points  (2,  2')  et  (6,  6')  auraient  pu  aussi  être  obtenus  en  coupant 
les  deux  surfaces  par  le  plan  de  front  ef.  Les  sections  sont,  en  elVel.  des 
génératrices  projetées  verticalement  suivant  a' h\  a' li',  pour  II  et  sui- 
vant d' c\  d'à',  pour  II'.  Cette  méthode  nous  donne  en  même  temps  le 
point  (3,  3').  Il  est  facile  d'avoir  la  tangente  en  iî  à  la  projection  horizon- 
tale. Cette  tangente  est  t'\idemment  la  trace  horizontale  du  plan 
tangent  en  (3,  3')  à  H'.  Or,  ce  point  est  symétrique  de  (6,  6')  par  rap- 
port au  point  (/,  d'),  (|i\i  est  le  point  central  de  la  généra- 
trice (3,  3'<y).  Donc  les  plan»  tangents  en  ces  deux  points  sont  symé- 
triques par  rapport   au   plan  central   ou,   ce  qui   revient   au    niiMue,   par 
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rapport  au  [dan  asymptote  (t.  II,  n°  368).  Comme  ce  plan  asymptote  est 
le  plan  33",  contenant  les  deux  génératrices  verticales  et  comme  nous 
connaissons  déjà  le  plan  tangent  en  (6,^'),  puisque  nous  avons  la  tan- 
gente en  6  à  la  projection  horizontale,  on  en  déduit  que  la  tan^renle  en  o 
est  symétrique  de  la  tangente  en  6  par  rapport  à  Zcl.  Comme  cette  der- 
nière tangente  est  inclinée  à  !\h°  sur  3^/,  la  première  n'est  autre  que  le 
rayon  3a.  (Le  point  3  ou  6  est  un  point  double  apparent  en  projection 
horizontale.) 

A  titre  d'exercice,  nous  avons  indiqué  une  construction  directe  du 
plan  tangent  en  (3,  3')  à  H'.  Il  faut  chercher  la  seconde  génératrice  issue 
de  ce  point.  Utilisons  le  second  système  de  projections.  La  nouvelle 
projection  horizontale  du  point  considéré  est  3,.  La  seconde  génératrice 
est  projetée  horizontalement  suivant  la  tangente  3,  n^  au  cercle  de  gorge. 
Le  point  de  contact  n^  se  rappelle  en  //'.  sur  0Cij\.  puis  en  n  dans  l'ancien 
système  de  projection.  Le  point  {n.  n')  appai'ient  au  plan  tangent 
cherché;  donc  3n  est  la  trace  horizontale  de  ce  plan.  On  vérifie  graphi- 
quement et  Ton  peut  démontrer  par  des  raisonnements  de  géométrie 
élémentaire  (jue  celte  droite  coïncide  bien  avec  3a. 

Les  points  sur  les  contours  apparents  verticaux  sont  les  points  de 
rencontre  i'  et  5'  des  deux  méridiennes.  Ils  ne  peuvent  être  construits 
à  la  règle  et  au  compas.  En  projection  horizontale,  ils  se  rappellent  en  i 
et  5,  sur  a-y  et  donnent  les  sommets  de  cette  projection. 

Les  tangentes  en  i'  et  5'  se  construisent  par  la  méthode  habituelle 
des  normales.  Par  exemple,  la  tangente  en  5'  est  perpendiculaire  à  la 
droite  o' r' ,  projection  verticale  de  Taxe  de  courbure.  Le  point  de  ren- 
contre (5,  s')  de  cette  droite  avec  le  plan  horizontal  de  5'  donne  le  centre 
de  courbure  .v  de  la  projection  horizontale.  On  a  construit  de  même  la 
tangente  en  l'et  le  centre  de  courbure  /  en  i. 

Asymptotes.  —  Les  directions  asymptoliques  sont  les  génératrices 
d'intersection  des  deux  cônes  asymptotes,  celui  de  II',  par  exemple 
avant  subi  une  translation  amenant  son  sommet  en  (a,  a').  Pour  cons- 
truire ces  génératriôes,  coupons  par  la  sphère  de  centre  (<7,  a')  et  de 
rayon  a' c' .  Nous  obtenons  des  parallèles  projetés  verticalement  sui- 
vant c' v'  et  u'  v' .  Ils  se  rencontrent  au  pointai',  r')  et  en  un  point  symé- 
trique. La  direction  (ac,  a'r')  est  une  direction  asymptotique. 

Cherchons  l'asymptote  correspondante,  en  prenant  l'intersection  des 
plans  tangents  aux  deux  cônes  asymptotes,  pris  dans  leurs  positions 
véritables,  le  long  des  génératrices  parallèles  à  la  direction  considérée. 
Pour  avoir  un  point  de  cette  intersection,  coupons  par  le  plan  horizontal 
auxiliaire   c' b' .   Il   coupe  le   plan   langent   au    premier  cône  suivant  la 
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tangente  tu'  à  la  base.  Pour  avoir  l'intersection  avec  le  plan  tangent 
au  second  cône,  utilisons  le  deuxième  système  de  projection.  Si  nous 
prenons  comme  plan  de  base  A'B',  nous  avons,  en  (Bj,  B'),  la  trace  de 
la  génératrice.  En  revenant  à  l'ancien  système  de  projection,  ce  point 
devient  (B,  B').  D'autre  part,  le  plan  .rj/i  coupe  le  plan  auxiliaire  c' b' 
suivant  la  droite  de  bout  C'C,  et  le  plan  tangent  au  cône  suivant  une 
droite  dont  la  projection  horizontale  d'Ci  est  perpendiculaire  à  «i'B,. 
Le  point  (C,,  C)  est  un  second  point  de  l'intersection  du  plan  auxiliaire 
avec  le  second  plan  tangent.  Dans  l'ancien  système,  il  vient  en  (C.  C). 
La  droite  CB  rencontre  finalenient  <hp  en  tv,  qui  est  la  projection  horizon- 
tale du  point  cherché.  En  menant  par  ce  point  la  parallèle  à  ar,  on  a 
une  asymptote  de  la  projection  horizontale.  On  en  a  une  deuxième  par 
symétrie  par  rapport  à  .i\v. 

En  projection  verticale,  u-  se  rappelle  en  u',  sur  b' c'  et  l'on  a  une 
asymptote  de  la  projection  verticale  en  menant  par  ce  point  une  paral- 
lèle à  a'i'. 

La  seconde  direction  asvniptotique  de  la  projection  verticale  s'obtient 
en  prenant  le  deuxième  parallèle  d'intersection  de  lun  des  cônes  avec  la 
sphère  auxiliaire.  Il  est  facile  de  voir  que  l'on  obtiendrait  ainsi  la  bis- 
sectrice intérieure  a'D'  de  l'angle  c'a'd',  de  même  que  a'i'  en  était  la 
bissectrice  extérieure.  En  projection  horizontale,  les  directions  asympto- 
tiques  sont  imaginaires,  de  sorte  qu'en  projection  \erticale,  nous  avons 
la  direction  asymptolique  d'une  branche  virtuelle.  Pour  construire 
l'asymptote  correspondante,  nous  appliquons  la  méthode  générale  du 
n"  10.  Les  diamètres  conjugués  par  rapport  à  H  et  H'  sont,  en  direction, 
respectivement  symétriques  de  a'D'  par  rapport  à  a'c',  soit  a' A'  et  par 
rapport  à  d'  a\  soit  d' E' .  Ils  se  rencontrent  en  F'  et  la  parallèle  à  a'D 
menée  par  ce  point  est  la  seconde  asymptote  cherchée. 

En  réalité,  toutes  ces  constructions  n'ont  été  faites  qu'à  titre  d'exercice, 
car  elles  auraient  pu  être  considérablement  simplifiées,  en  remarquant 
que  la  projection  verticale  de  la  courbe  est  une  hyperbole,  dont  on 
connaît  un  diamètre  a'c'  et,  par  suite,  le  centre  C/.  En  menant  par  ce 
centre  les  parallèles  à  a'c'  et  a'D'.  on  aurait  eu  les  asymptotes  de  la  pro- 
jection verticale.  En  utilisant  le  point  u  '  et  la  tangente  en-,  on  aurait  eu 
ensuite  une  asymptote  en  projection  horizontale. 

Jonction  des  points .  —  Nous  avons  maintenant  assez  d'éléments  pour 
construire  la  courbe  avec  exactitude.  On  commence  par  la  projection 
verticale,  en  utilisant  ses  asymptotes.  Puis,  on  trace  la  projection  hori- 
zontale, en  s'aidant  de  la  projection  verticale  pour  lajoiiclion  des  points. 

Ponctuation.  —  En  projection  verticale,  tout  est  vu,  car  la  moitié  du 
solide  comiiuin  qui  se  trouve  en  avant  de  ./rest  entièrement  vue. 


Fig.   22. 
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En  projection  horizon  laie,  tout  est  caché  sur  II,  à  part  le  parallèle 
supérieur.  Mais,  sur  II',  tout  ce  qui  est  à  droite  du  plan  asymptote  33" 
est  vu.  (On  s'en  rend  compte  en  coupant  par  des  plans  de  profil.  Les 
sections  sont  des  paraboles  dont  la  concavité  est  tournée  vers  le  bas  ou 
vers  le  haut,  suivant  que  le  plan  sécant  est  à  droite  ou  à  gauche  du  plan 
asymptote.  Gomme  la  piirtie  solide  est  précisément  du  côté  de  cette 
concavité,  on  en  conclut  que,  dans  le  premier  cas  seulement,  la  parabole 
est  vue.)  Il  en  résulte  que  les  arcs  6  5  6",  3  4,  3"  l\'  sont  vus.  Il  en  est 
de  même  pour  les  arcs  de  parabole  3  4  et  3"4".  Quant  à  la  parabole 
-  L  7"  du  plan  supérieur,  elle  est  évidemment  vue  en  entier.  L'arc  de 
cercle  4o'4  >  bien  que  primitivement  caché  sur  II,  devient  vu  quand  on 
enlève  ce  qui  est  extérieur  à  M'. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  On  considère  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  M  d'une  géné- 
ratrice de  front  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical.  Cons- 
iruire  l'angle  plan  du  dièdre  formé  parce  plan  tangent  etpar  le  plan 
méridien  de  front.  Vérifier,  au  moyen  de  cette  construction,  la  formule 
de  Chasles  (t.  II,  n°  368)  et  calculer  le  paramètre  de  distribution.  (Si  K 
désigne  le  rayon  du  cercle.de  gorge  et  a  l'angle  des  génératrices  avec  le 
plan  horizontal,  le  paramètre  de  distribution  est  égal  à  H  tanga .) 

2.  On  donne  trois  droites  A,  B,  G.  Construire  les  points  de  raccor- 
dement des  deux  surfaces  gauches  engendrées  par  G  en  tournant  succes- 
sivement autour  de  A  et  de  IL  [Ce  sont  les  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  (  t.  11,  n"  146).  On  construira,  par  exemple,  les 
homologues  I  et  .1'  des  points  à  l'infini,  en  prenant  les  points  de  contact 
du  plan  asymptote  de  chaque  surface  avec  l'autre;  puis,  on  construira 
deux  points  homologues  quelconques,  V  et  P',  au  moven  d'un  plan  tangent 
quelconque  ;  il  restera  à  construire  les  points  M  tels  que  LM.  J'M  n:  IP.  J'I*', 
ce  qui  est  un  problème  élémentaire  classique.] 

3.  On  donne  une  droite  quelconque  G  el  une  droite  de  front  A.  On 
considère  rhypeibolf)ïdt'  Il  engendré  par  la  rotation  de  G  autour  de  A. 
Détcrjuiner  son  cercle  de  gorge  el  sa  méridienne  principale.  Construire 
la  projection  hori/.onlale  d'un  point,  connaissant  sa  projection  verticale. 
Construire  le  contour  apparent  hori/onlal.  Construire  le  point  de  contact 
d'un  plan  quelconque  passant  ])ar  G.  (  Le  plus  simple  est  de  faire  un 
changement  de  plan  hori/onlal  amenant  \  à  être  verticale.  Pour  la 
deuxième    construction,    <»n    peut    aussi    uliliser   une    sphère  auxiliaire 
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contenant  le  parallèle  qui  passe  par  les  points  ciiercliés  (n°  i8).  Pour  le 
contour  apparent  horizontal,  chercher  tout  de  suite  le  plan  diamétral 
conjugué  des  cordes  verticales,  en  utilisant  les  asymptotes  de  la  méri- 
dienne principale.  Pour  la  dernière  question,  utiliser  le  changement  de 
plan;  ou  bien,  remarquer  que  l'on  connaît  la  direction  de  la  normale, 
qui  doit,  en  outre,  s'appuyer  sur  G  et  A.) 

4.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  ave  vertical.  Cons- 
truire le  parallèle  de  contact  du  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un 
point  donné  de  Taxe.  (Chercher  le  point  de  contact  du  plan  tangent 
déterminé  par  ce  point  et  par  une  génératrice  quelconque,  qu'on  pourra 
prendre,  par  exemple,  de  front.) 

5.  Même  question,  l'axe  étant  seulement  de  front.  (Même  méthode,  en 
faisant  un  changement  de  plan.) 

6.  On  donne  une  surface  gauche  à  axe  vertical,  une  verticale  A  et  une 
droite  de  bout  B.  Construire  une  droite  tangente  à  la  surface  et  s'ap- 
puyant  sur  A  et  sur  B.  (Intersection  des  plans  tangents  menés  par  A  et 
par  B.) 

7.  On  donne  deux  droites  A  et  B  et  un  point  P.  Construire  l'axe  d'une 
surface  gauche  de  révolution  contenant  ces  deux  droites  et  ce  point.  Faire 
l'épure  en  supposant  A  verticale  et  B  de  front.  (Construire  la  géné- 
ratrice G  qui  passe  par  P  et  s'appuie  sur  A  et  B,  en  M  et  N.  L'axe  doit 
se  trouver  dans  le  plan  perpendiculaire  à  AMG,  mené  par  la  bissectrice 
de  cet  angle.) 

8.  Construire  l'ombre  propre  dune  surface  gauche  à  axe  vertical,  les 
rayons  lumineux  étant  de  front  et  inclines  à  45°  sur  le  plan  horizontal. 
On  supposera  successivement  que  l'angle  au  sommet  du  cône  asymptote 
est  60",  90°,  120°. 

9.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution,  dont  l'axe  est  vertical 
et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  ( — 5o,  120,  t5o).  Le  rayon  du 
cercle  de  gorge  est  40  et  l'angle  des  génératrices  avec  l'axe  est  3o°.  On 
limite  la  surface  aux  plans  horizontaux  de  cotes  20  et  1  5o.  La  surface 
étant  supposée  opaque  et  éclairée  par  les  rayons  lumineux  à  45°  habituels, 
représenter  son  ombre,  ainsi  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 
(C/.  Chap.  V,  Exercice  résolu  n»  3.) 

10.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  de  bout.  Le 
centre  a  pour  coordonnées  (o.  120,  160).  Le  cercle  de  gorge  a  pour 
ravon  40  et  les  génératrices  font  '\ô''  avec  Taxe.  On  enlève  toute  la  partie 
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de  la  surface  qui  se  trouve  au-dessus  du  plan  tangeiil  horizontal  le  plus 
élevé.  En  outre,  on  la  limite  aux  plans  de  front  déloignements  20  et  220. 
La  surface  étant  supposée  opaque  et  éclairée  par  les  rayons  lumineux 
à  45''  habituels,  la  représenter,  en  figurant  les  ombres. 

11.  Une  surface  gauche  de  révolution  a  pour  centre  le  point  (o,  iio, 
100).  Son  axe  est  de  front  et  fait  So"  avec  la  verticale;  ses  génératrices 
font  60"  avec  cet  axe.  Le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  4o.  Un  cube  con- 
centrique à  l'hyperboloïde  a  une  face  dans  le  plan  horizontal;  une  dia- 
gonale de  celte  face  est  de  bout.  L'hyperboloïde  étant  supposé  solide  dans 
la  région  qui  contient  l'axe,  représenter  la  partie  de  ce  solide  qui  est 
intérieure  au  cube. 

12.  Une  surface  gauche  de  révolution  a  son  axe  vertical.  Son  centre  a 
pour  coordonnées  (o,  io5,85).  Son  cercle  de  gorge  et  sa  trace  horizontale 
ont  pour  rayons  8  et  gS.  On  considère  les  quatre  sphères  dont  les  centres 
sont  dans  le  plan  de  gorge  et  qui  sont  tangentes  au  plan  horizontal  aux 
extrémités  des  diamètres  de  front  et  de  bout  du  parallèle  situé  dans  ce 
plan.  Représenter  les  parties  de  la  surface  de  l'hyperboloïde  intérieures 
aux  quatre  sphères  et  coniprises  entre  les  plans  horizontaux  de  cotes  o  et 
171.  (E.  C,  1882.) 

13.  Une  surface  gauche  de  révolution  a  son  axe  parallèle  à  la  ligne  de 
terre.  Son  centre  a  pour  coordonnées  (o.  100,  100).  Son  cercle  de  gorge 
a  pour  rayon  3o  et  ses  génératrices  font  ^5°  avec  l'axe.  Un  cylindre  de 
révolution,  de  rayon  60,  a  pour  axe  la  droite  joignant  les  points  ( — 20, 
100,  100)  et  (o,  100,60).  Représenter  l'hvperboloïtle  entaillé  par  le  cy- 
lindre, en  le  limitant  aux  plans  de  profil  j)assant  à  100  de  part  et  d'autre 
du  centre. 

14.  Une  surface  gauche  de  révolution  a  son  axe  vertical.  Son  centre  a 
pour  coordonnées  (o,  i5o,  120).  Son  cercle  de  gorge  a  pour  ravon  4o  et 
ses  génératrices  font  54°  avec  le  plan  horizontal.  On  prend  la  sphère 
nscrite  le  long  du  parallèle  de  cote  i4«N  puis  un  cône  circonscrit  à  cette 
sphère,  ayant  pour  angle  au  sommet  60°  et  dont  le  sommet  a  pour  cote 
1  5o  et  se  trouve  dans  un  plan  méridien  de  l'hyperboloïde  faisant  So"  avec 
le  plan  vertical.  Solide  commun. 

15.  On  donne  un  hyperboloule  de  révolution  à  axe  vertical,  de  centre 
(0,51,70).  Le  cercle  de  gorge  a  pour  rayon  i3  et  les  génératrices  font 
45"  avecl'axe.  On  considère  la  génératrice  de  front  de  plus  grand  éloigne- 
ment  et  dont  la  trace  horizontale  est  à  gauche  du  point  de  rencontre  avec 
le  cercle  de  gorge.  On  prend  sur  cette  génératrice  un  point  A,  de  cote  i(> 
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el  un  point  B,  de  cote  140.  Un  deuxième  hyperboloide  se  raccorde  au 
premier  en  ces  deux  points.  Son  axe  est  de  front;  il  a  deux  génératrices 
verticales;  enfin,  l'angle  au  sommet  du  cône  asymptote  est  i35°.  Repré- 
senter le  solide  commun,  en  le  limitant  aux  deux  plans  de  projection. 

16.  Un  cube,  de  i.5o  de  côté,  a  des  arêtes  verticales  et  des  arêtes  de 
bout.  Dans  la  face  postérieure,  on  considère  l'arête  de  gauche,  l'arête 
inférieure  et  le  sommet  situé  à  l'intersection  des  deux  autres  arêtes.  La 
diagonale  du  cube  issue  de  ce  sommet  engendre,  en  tournant  successi- 
vement autour  des  deux  arêtes  considérées,  deux  hvperboloïdes.  Repré- 
senter le  solide  commun,  en  le  limitant  aux  faces  du  cube  (E.  P. .  1890). 
(L'intersection  se  compose  de  deux  droites  et  d'une  hyperbole.) 

17.  l  n  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  a  pour  centre  le  point 
(0.80, 65).  Son  cercle  de  gorge  a  pour  rayon  4o  et  sa  trace  horizontale 
est  tangente  à  la  ligne  de  terre.  On  le  limite  au  plan  horizontal  de 
cote  )20.  Soit  G  la  génératrice  dont  la  projection  horizontale  fait  3o°  avec 
la  ligne  de  terre  et  dont  la  trace  horizontale  est  à  gauche  et  en  avant  de 
Il  trace  de  l'axe,  l  n  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  à  G  et  a  pour 
base,  dans  le  plan  de  gorge,  un  cercle  passant  par  le  centre  de  l'hyperbo- 
loïde,  de  rayon  j5  et  dont  le  centre  est  à  droite  et  à  8  en  avant  du  centre 
de  Ihvperboloide.  Hyperboloide  entaillé  par  le  cylindre. 

18.  Ln  hyperboloide  à  ave  vertical  a  pour  centre  ( — jo.So.i^o).  Son 
cercle  de  gorge  a  pour  rayon  70  et  ses  génératrices  font  4o°  avec  l'ave. 
In  cône  a  pour  sommet  (  — 140,1.50,140)  et  pour  base,  dans  le  plan  méri- 
dien de  front  de  Ihyperboloïde,  un  cercle  égal  au  cercle  de  gorge  et  dont 
le  centre  est  au  point  le  plus  à  droite  de  ce  dernier.  Représenter  le  cône 
entaillé  par  l'hyperboloïde,  en  le  limitant  au  plan  de  front  d'éloigne- 
ment  10. 

19.  On  considère  un  hyperboloide  H,  à  ave  vertical,  de  centre 
(o,  100,90)  et  dont  une  génératrice  (i  a  pour  é([uations  -.y  ^=:  70,  ;  =  2^:". 
l'n  second  hyperboloide  de  révolution  H'  se  raccorde  à  H  le  long  de  G; 
son  cercle  de  gorge  est  double  de  celui  de  H  et  se  trouve  du  même  côté 
par  rapport  au  plan  de  front  qui  passe  par  G.  Représenter  le  solide 
commun  aux  deuv  hyperboloïdes,  en  le  limitant  aux  plans  horizontauv 
de  cotes  o  et  220.  [On  démontrera  que  tous  les  hvperboloïdes  de  révo- 
lution ((ui  se  raccordent  à  H  le  long  de  G  ont  pour  aves  les  génératrices 
du  second  système  du  paraboloïde  des  normales  (t.  11.  Chap.  XX\  1,  Exer- 
cice proposé  n"  i).  Il  faut  prendre  celle  de  ces  génératrices  dont  l'éloigne- 
ment  est  i3o.  L'intersection  des  deux  hyperboloïdes  se  compose  de  G  et 
de  deuv  autres  génératrices  (  t.  H,  n"  iOl,  1\',  (/).] 
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20.  Soient  G  et  G'  deux  i^énéralrices  qnelcon«[ues  de  même  système 
d'une  surface  gauche  de  révolulion.  Démontrer  qu'elles  sont  symétriques 
Tune  de  l'autre  par  rapport  au  diamètre  du  cercle  de  gorge  perpendicu- 
laire à  la  corde  joignant  leurs  points  de  rencontre  avec  ce  cercle.  Réci- 
proquement, il  existe  une  infinité  dln  perboloïdes  de  révolution  conte- 
nant deux  droites  données  G  et  G',  ne  se  rencontrant  pas.  On  obtient  l'un 
(|uelconque  d'entre  eux  en  prenant  comme  plan  de  gorge  un  plan  quel- 
conque passant  par  un  des  axes  de  symétrie  des  droites  données,  l'axe  de 
révolution  s'en  déduisant  ensuite  par  une  construction  évidente.  Quel 
est  le  lieu  de  cet  axe  ? 

(On  peut  passer  de  G  à  G'  de  la  manière  suivante  :  l  ne  symétrie  par 
rapport  au  plan  de  gorge  donne  une  génératrice  G  du  second  système, 
rencontrant,  par  conséquent  G'  en  un  certain  point  P.  l  ne  symétrie  par 
rapport  au  plan  méridien  du  point  P  transforme  ensuite  G''  en  G'.  Or, 
l'ensemble  de  ces  deux  svmétries  é(|iiivaut,  comme  on  sait,  à  une  symé- 
trie par  rapport  à  l'intersection  des  deux  plans. 

Pour  la  réciproque,  soient  M  et  M'  les  points  de  rencontre  du  plan  de 
gorge  choisi  avec  G  et  G'.  La  perpendiculaire  à  G.  menée  par  M  dans  le 
plan  de  gorge  rencontre  la  perpendiculaire  à  G'  menée  par  M'  en  un  cer- 
tain point  0.  L  axe  de  révolution  A  est  la  perpendiculaire  au  plan  de 
gorge  menée  par  O.  Il  est  facile  de  voir  (|ue  OM  =  OM'  et  (|ue,  par  con- 
séquent, la  surface  gauche  engendrée  par  la  rotation  de  G  autour  de  A 
passe  par  M'.  Mais  alors,  la  génératrice  de  cet  hyperboloïde  issue  de  M' 
et  de  môme  système  que  G  peut  être  déduite  de  G  par  la  même  symétrie 
qui  transforme  G  en  G';  donc,  elle  coïncide  avec  G'. 

Le  point  O  et  le  point  à  l'infini  de  A  décrivent  des  divisions  homogra- 
phi(|ues;  on  en  conclut  (|ue  le  lieu  de  A  est  un  paraboloïde  hyperbolique 
équilatère,  dont  les  génératrices  issues  du  sommet  sont  les  deux  axes  de 
symétrie  de  l'ensemble  des  deux  droites  G  et  G'.  [Ce  paraboloïde  n'est 
autre  que  le  lieu  des  points  équidistants  de  G  et  de  G'  {cf.  t.  II,  Chap.  ^  . 
Exercice  proposé  n°  18).  Happelons  que  les  deux  axes  de  symétrie  en 
fjuestion  sont  les  bissectrices  des  parallèles  à  G  et  à  G'  menées  par  le 
milieu  de  la  perpendiculaire  commune,  de  sorte  que  celte  perpendiculaire 
est  l'axe  du  paraboloïde.] 

21.  Par  le  point  (<»./io.i5),  on  mène  la  droite  A.  de  paramètres  direc- 
teurs (  i  ,  2 ,  i).  Par  le  point  (o,4o.  -5  ),  on  mène  la  droite  lî  do  paramètres 
directeurs  (i  .  — 3  .  i  J.  On  considère  deux  hvperboloïdes  de  révolution  II  et 
II'  passant  par  ces  fleux  droites  et  ayant  respectivement  pour  axes,  le 
premier  une  verticale,  le  second  une  droite  de  paramètres  directeurs 
(3,o,i).  KeprésenttT  II  enlaillé  par  II',  en  le  limitant  au  plan  horizontal 
et  au  plan  symétrique  jtar  rappoii  au  plan  de  ijorjre.    [  Pour   la    ilèlormi- 
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nation  des  deux  axes,  voir  Fexercice  précédent.  L'intersection  se  compose 
des  droites  données  et  de  deux  génératrices  de  l'autre  système  {cf.  t.  II, 
n°491,  W,  c).  On  peut  avoir  celles-ci  en  cherchant  les  points  de  rac- 
cordement ou  bien  en  chercJiant  leurs  directions,  par  l'intersection  de 
deux  cùnes  concentri((ues  parallèles  aux  cônes  asvmptotes.] 

22.  On  fait  tourner  une  même  droite  successivement  autour  de  deux 
axes  verticaux.  Construire  l'intersection  des  deux  surfaces  engendrées, 
(las  où  le  plan  des  axes  est  parallèle  à  la  droite.  (L'intersection  comprend 
la  droite  donnée,  une  coni([ue  à  Finfini  et  une  autre  droite.) 


CHAPITRE  YII. 

QUADRIQUES    QUELCONQUES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.  On  considère  l'hyperboloïde  défini  par  les  trois  génératrices 
(A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C).  On  le  limite  auj^  plans  horizontaux  passant 
respectivement  par  les  points  de  rencontre  des  projections  verticales 
B',  (7  et  B',  A'.  On  le  limite  également  au  plan  vertical  de  projection^ 
la  ligne  de  terre  étant  la  trace  verticale  du  premier  des  plans  horizon- 
taux précédents.  Enjln,  on  i éclaire  par  des  rayons  lumineux  paral- 
lèles à  la  ligne  de  terre  et  venant  de  gauche.  Représenter  ce  solide, 
avec  son  ombre  propre  {Jig.  28). 

Centre  et  cône  asymptote.  —  Construlsous  les  génératrices  parallèles 
aux  proposées.  La  génératrice  parallèle  à  (A,  A')  doit  rencontrer  (H,  B')  ; 
comme  les  deux  droites  sont  de  front,  leurs  projections  horizontales  A, 
et  B  sont  confondues.  La  génératrice  cherchée  doit,  en  outre,  rencontrer 
(C,  G').  Le  point  de  rencontre  est  {z,o').  Les  données  sont  telles  que  o' 
se  trouve  juste  à  l'intersection  de  A/  et  de  C.  Il  en  résulte  que  A',  se  con- 
fond avec  A'.  Le  plan  de  bout  qui  admet  pour  trace  verticale  cette  droite 
est  donc  un  plan  asymptote  ;  sa  génératrice  de  contact  avec  le  cùne  asymp- 
tote est  projetée  horizontalement  en  od,  à  égale  distance  de  A  et  de  A,. 

La  génératrice  parallèle  à  (B,  B')  a  sa  projection  horizontale  B,  con- 
fondue avec  A.  Cette  projection  rencontre  G  en  un  point  qui  est  en 
dehors  des  limites  de  l'épure,  mais  qui  est  symétrique  de  la  trace  hori- 
zontale c  de  (G,  G')  par  rapport  à  ;,  parce  que  celte  trace  a  été  prise  sur 
la  symétrifjue  de  A  par  rapport  à  B. 

La  projection  verticale  \l[  doit  donc  rencontrer  G'  eu  un  poiut  symé- 
tri(|ue  de  c'  par  rapport  à  o' ;  comme  elle  doit  être,  en  outre,  parallèle 
à  H',  ce  n'est  aulie  (|ue  la  droite  symétrique  de  B'  par  rapport  à  o' .  La 
droite  {or,  <>' c'  )  éqiii<lislaute  de  (  B,  B')  et  de  (B,,  B',)  est  une  nouvelle 
génératrice  ilu  cône  asvniptote.  Le  sommet  de  ce  rùne.  c'exl-à-dire  le 
centre  de  l'hyperboloïde,  est,  par  suite,  (o,  o'). 


yUADHIQlES    QUELCONQIKS.  I09 

La  génératrice  (Cj,  C'j)  est  maintenant  facile  à  obtenir;  c'est  la  droite 
9ymélri(|ue  de  (G,  C)  par  rapport  à  (o,  o').  Le  plan  asymptote  correspon- 
dant est  encore  de  bout,  puisque  C[  et  C  sont  confondues.  Sa  généra- 
trice de  contact  avec  le  cône  asymptote  est  (o/,  o'  b'). 

Le  cône  asymptote  est  maintenant  connu  par  trois  plans  tangents  avec 
leurs  génératrices  de  contact.  La  trace  horizontale  de  ce  cône  est  déter- 
minée par  trois  points  et  les  tangentes  en  ces  points,  à  savoir  r/,  de  tan- 
gente aui;  e,  de  tangente  bb^^f-,  de  tangente  bc.  La  première  et  la  troi- 
sième tangente  sont  de  bout;  la  deuxième  est  parallèle  à  lî',  parce  que 
le  triangle  ^O^i  peut  se  déduire  de  b'  0'  b'[  par  une  translation,  la  dille- 
rence  des  éloignements  de  A  et  de  B  ayant  été  prise  juste  égale  à  la  dillé- 
rence  des  cotes  de  b'  et  de  b\ .  Ajoutons  que  A'  et  W  sont  inclinées  à  45" 
sur  la  ligne  de  terre,  toujours  par  hypothèse.  On  en  conclut  que  le  tri- 
angle rectangle  bOb^  est  isoscèle  et,  par  suite,  que  sa  médiane  Oe  est  en 
même  temps  hauteur.  D'autre  part,  df  est  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  de  bout;  comme  0' a' ^^  O'b' ,  0  est  le  milieu  de  ce  diamètre,  c'est- 
à-dire  le  centre  de  la  conique.  Il  suit  de  là  que  Oe  est  le  diamètre  con- 
jugué des  cordes  parallèles  à  bbi;  comme  on  vient  de  démontrer  que  ces 
deux  directions  sont  perpendiculaires,  on  en  conclut  que  Oe  est  un  a.ie. 

Il  serait  évidemment  facile  maintenant  d'achever  la  construction  de  la 
base  du  cône  asymptote;  mais,  comme  cette  base  n'est  pas  utile  pour  la 
représentation  de  l'hyperboloide,  nous  ne  la  construirons  pas. 

Trace  horizontale  de  l'hyperboloide.  —  Xous  en  connaissons  immé- 
diatement cinq  points,  qui  sont  le-,  traces  horizontales  «,  «,,  A,  6i,  c  des  six 
génératrices  construites.  [Les  traces  de  (B,  B')  et  de  (Gj,  Gj)  se  con- 
fondent en  ^;  par  contre,  on  aurait  facilement  la  tangente  en  ce  point,  en 
prenant  la  trace  horizontale  du  plan  des  deux  génératrices.  En  coupant 
par  le  plan  horizontal  b\h\  on  vérifie  que  celte  tangente  est  parallèle 
à  0/ji  ou  Oo;  ce  qui  résulte  d'ailleurs  aussi  de  ce  ([ue  ()o  est  diamètre 
conjugué  des  cordes  de  front  par  rapport  à  la  trace  du  cùne  asvmptote, 
puisque  o  est  au  milieu  de  de.\ 

Pour  en  effectuer  rapidement  le  tracé,  rappelons-nous  qu'elle  est  homo- 
thélique  et  concentrique  à  la  trace  du  cône  asymptote.  Le  diamètre  aOc, 
étant  perpendiculaire  à  l'axe  Oe  de  cette  deuxième  conique,  est  un  axe 
de  la  conique  (|ue  nous  avons  présentement  à  construire.  Pour  avoir  le 
deuxième,  cherchons  le  point  E  homologue  de  e.  A  cet  effet,  cherchons 
le  point  g  où  la  trace  du  cône  asymptote  rencontre  OA.  La  polaire  de  b 
par  rapport  à  celte  trace  étant  e/,  on  doit  avoir 

O--— 0K.06=:-rt.  ■.^a  =  3«^ 
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en  appelant  a  la  distance  OL  =  Le  =  2LK.  Donc,  Og  est  la  hauteur  du 
triangle  équilaléral  de  cùlé  0^.  Construisons  cette  longueur,  reportons- 
la  en  O^:  puis,  menons,  par  b,  la  parallèle  ôE  à  ge;  nous  obtenons  le 
sommet  K  cherché. 

Nous  connaissons  maintenant  l'ellipse  par  ses  deux  axes  et  nous  la  cons- 
truisons à  Taide  du  procédé  de  la  bande  de  papier. 

Trace  sur  le  plan  horizontal  supérieur.  —  C'est  une  ellipse  homo- 
thélique  de  la  précédeqte.  \ous  en  avons  cinq  points,  en  prenant  les 
traces  des  génératrices  connues,  soit  6,,  0,  h,  a,  hx.  Le  centre  /  est  la 
trace  du  diamètre  oO  conjugué  des  plans  horizontaux  par  rapport  à 
l'hyperboloïde.  Le  demi-diamètre  iO  étant  homologue  du  demi- 
diamètre  OL  nous  eu  déduisons  le  rapport  d'homothétie.  Nous  pouvons 
ensuite  construire  les  axes  de  la  nouvelle  ellipse,  puis,  cette  ellipse  elle- 
même  par  la  bande  de  papier.  Observons  d'ailleurs  que  Aft,  est  le  petit 
axe.  On  peut  le  prouver  par  des  considérations  élémentaires,  en  démon- 
trant que  c'est  un  diamètre  parallèle  à  OE.  On  peut  aussi  chercher  la 
tangente  en  Aj,  au  moyen  du  plan  tangent  en  (/>,,  ^1)  à  riiyperboloïde. 
Ce  plan  tangent  est  déterminé  par  la  génératrice  (A,  A')  el  par  la  géné- 
ratrice (6,c.  b'ic');  sa  trace  horizontale  est  ac;  donc,  la  tangente  en  />, 
est  parallèle  à  la  tangente  en  E  et  6,  peut  être  considéré  comme  le 
sommet  homologue  de  E.  De  même,  le  plan  tangent  en  (/«,  //')  contient 
(  C,  G')  et  {ha,  h' a');  sa  trace  horizontale  est  encore  ca  et  l'on  en  conclut 
que  h  est  le  sommet  opposé  à  /v,. 

On  peut  démontrer,  de  même,  ([ue  la  tangente  en  0  est  de  front,  car 
les  deux  génératrices  issues  de  (0,  b'[)  sont  (Ai,  A',)  et  (H,  B'),  dont  le 
plan  est  de  front,  et  que  la  tangente  en  a  est  de  bout,  car  le  plan  tangent 
en  (a.  a")  est  de  bout,  ainsi  (|ue  nous  le  verrons  dans  un  ini^liint. 

Trace  verticale.  —  Le  plan  de  front  mené  par  (o,  0')  coupe  le  cùne 
asymptote  suivant  deux  génératrices,  de  traces  horizontales  û?  el  e  et  de 
projections  verticales  o'a'  eio'c'.  Les  plans  asymptotes  correspondants 
ont  pour  traces  horizontales  respectives  da  et  eb\  leurs  traces  \erticales 
sont  a'o'  et  eô,  prolongée.  La  trace  verticale  de  l'hyperboloïde  est  donc 
une  hvperbole  équilalère^  dont  a'o'  et  eb^  sont  les  asymptotes.  En  pre- 
nant les  points  de  rencontre  (//,  //' )  et  (r,  i'')  de  l'ellipse  horizontale 
supérieure  avec  le  plan  vertical,  on  a  deux  points  de  cette  hyperbole.  Un 
très  petit  arc  seulement  est  compris  entre  les  plans  horizontaux  limites. 
Pour  le  construire,  il  suffit  pratiquement  de  tracer  les  tangentes  en  ses 
extrémités  //'  el  i'',  ce  qui  piMit  se  faire  en  se  servant  des  asymptotes. 

Contour  apparent  horizontal.  —  Le  plan  de  front  A  est  tangent  à 
l'hyperboloïde    au    point    (j\  J' )   de   rencontre   des   génératrices   (A,  .V) 
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et  (Bi,  Bj).  Le  contour  apparent  horizontal  est  donc  tangent  en  y  à  A. 
On  voit  de  mèntie  qu'il  est  tangent  en  0  à  B. 

Le  plan  projetant  horizontalement  (  Cj,  Cj)  rencontre  (A,,  A',)  en  (6,  b") 
et(B,,  Bj)  en  (A",  A')  ;  il  coupe  donc  la  surface  suivant  la  génératrice  (A'^, 
k' b").  qui  rencontre  (Ci,  C,)  en  (/,  /').  Le  contour  apparent  horizontal 
est  tangent  en  /  à  Ci.  [I  est  tangent  à  C  au  point  n  symétrique  de  /  par 
rapport  à  o. 

Il  est  facile,  d'après  tous  ces  renseignements,  de  voir  que  ce  contour 
apparent  est  une  ellipse,  ce  qui  résulte  d'ailleurs  aussi  de  ce  que  le  con- 
tour apparent  du  cône  asymptote  est  imaginaire  (puisque  o  est  intérieur 
à  la  base).  Nous  connaissons  un  diamètre /'O  de  cette  ellipse  et  les  tan- 
gentes aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Nous  connaissons,  en  outre,  les 
directions  de  deux  diamètres  conjugués,  à  savoir  ol  et  la  parallèle  op  à  C. 
Il  nous  est  facile,  avec  ces  données,  de  construire  les  axes.  On  sait,  en 
effet,  (t.  II,  Chap.  XXX,  Exercice  proposé  n°15)  (|ue,  si  s  et  t  sont  leurs 
points  de  rencontre  avec  la  tangente  en /,  les  produits y^. /7  et /m.  y/» 
sont  tous  deux  égaux  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  celte  tan- 
gente. Dès  lors,  nous  décrivons  un  cercle  de  diamètre  mp;  il  rencontre 
la  normale  en  y  aux  points  q.  r,  par  lesquels  nous  menons  ensuite  un 
cercle  passant  par  o;  ce  cercle  coupe  A  aux  points  s  et  t;  os  et  ot  sont  les 
axes  cherchés.  On  sait  d'ailleurs  (n°  li2)  que  les  longueurs  des  demi-axe> 
ont  pour  somme  et  différence  les  distances  nq  et  or;  on  en  déduit 
facilement  ces  longueurs.  On  achève  alors  la  construction  de  l'ellipse  au 
moyen  de  la  bande  de  papier.  (La  longueur/'^  est  celle  du  demi-diamèlre 
parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  aurait  pu  construire  directement 
l'extrémité  M  de  ce  diamètre  en  prenant  le  point  de  contact  de  la  droite 
//,c,  qui  est  parallèle  au  diamètre  conjugué  0/  et  (|ui  est.  en  outre,  ainsi 
que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  la  projection  horizontale  dune  généra- 
trice.) C). 

Contour  apparent  vertical.  —  Les  droites  A'  et  C  sont  les  traces  verti- 
cales de  deux  plans  asymptotes  de  bout;  ce  sont  donc  les  deux  asymp- 
totes du  contour  apparent  vertical,  lequel  est,  par  suite,  une 
hyperbole. 

Le  plan  projetant  verticalement  (B,  B')  coupe  l'hyperboloïde  suivant 


C)  F^a  projection  de  l'ellipse  liori/.onlalc  supérieure  est  suroscuialricc  en  O  an  con- 
tour apparent.  Kn  eiïet,  dans  l'csparo,  la  tangente  en  (O.  l)\)  à  l'ellipse  de  contour 
apparrnt  horizontal  est  parallèle  à  la  lijjnc  de  terre;  on  peut  le  voir  par  des  consi- 
dérations élémentaires  ou  bien  en  remarquant  (|ue  les  verticales  et  la  ligne  de  tern^ 
ont  des  directions  conjuguées  par  rapport  à  l'Iiyperbolo'ide.  Dès  lors,  les  quatre  points 
de  rcnroiitrc  des  ficux  ollipscs  se  confondcni  en  (  ». 
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une  deuxième  généralrice,  de  projection  horizontale  b^c,  qui  rencontre 
la  première  en  (L,  G').  Donc,  G'  est  le  point  de  contact  de  B'  avec  le 
contour  apparent  vertical.  Le  point  a"  symétrique  de  G'  par  rapport  à  o' , 
est  le  point  de  contact  de  Bj.  Si  l'on  remarque  maintenant  que  O'o'  est  le 
diamètre  conjugué  des  cordes  horizontales,  on  en  déduit  les  points  H' 
et  <T'',  avec  leurs  tangentes.  Enfin,  les  projections  verticales  D'  et  F'  des 
points  D  et  F  de  la  trace  horizontale  de  la  surface  sont  encore  deux  points 
du  contour  apparent  vertical.  On  a  maintenant  plus  d'éléments  qu'il  n'en 
faut  pour  construire  cette  courlie. 

Ombre  propre.  —  Le  plan  de  la  ligne  d'ombre  propre  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  la  ligne  de  terre  par  rapport  à  rhyperboloide. 

La  trace  horizontale  de  ce  plan  est  le  diamètre  conjugué  Oc  par  rapport 
à  la  trace  horizontale  de  la  surface.  Comme  le  plan  doit  passer  par  le 
centre  (o,  o')  et  comme,  d'autre  part,  la  projection  horizontale  de  ce 
centre  est  sur  la  trace  horizontale  du  dit  plan,  il  s'ensuit  nécessairement 
que  ce  plan  est  vertical. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  propre  est  donc  le 
diamètre  Oo.  Quant  à  sa  projection  verticale,  c'est  une  hyperbole,  dont 
les  asymptotes  sont  les  projections  verticales  o'f  et  o' e'  des  génératrices 
d'ombre  propre  du  cône  asymptote.  Au  point  (O,  b'\  ),  le  plan  tangent  est 
de  front,  donc  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Il  en  résulte  que  ce  point 
appartient  à  la  ligne  d'ombre  et  que  la  tangente  y  est  verticale.  Nous 
avons  aussi  le  point  (I,  I'  ),  qui  est  le  point  de  la  trace  horizontale  delà 
surface  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Nous  possédons 
maintenant  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  construire  l'arc  d'hvper- 
bole  b\  r. 

Ponctuation.  —  En  projection  horizontale,  l'ellipse  supérieure  est 
entièrement  vue.  L'ellipse  inférieure  n'est  vue  qu'à  l'extérieur  de  l'ellipse 
supérieure.  Quant  à  l'ellipse  de  contour  apparent,  elle  est  entièrement 
cachée,  comme  il  arrive  toujours  pour  un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
lorsqu'on  suppose  que  la  partie  solide  comprend  l'intérieur  de  l'ellipse 
principale.  Enfin,  la  courbe  d'ombre  propre  n'est  vue  que  de  I  en  O. 

En  projection  verticale,  le  contour  apparent  est  vu,  ainsi  que  l'arc 
d'hyperbole  b\\'  (  l'autre  branche  est  entièrement  cachée  et,  pour  celte 
raison,  n'a  pas  été  tracée).  Le  petit  arc  u' v'  est  évidemment  caché. 

Le  point  (6,  b'),  par  exemple,  est  dans  l'ombre.  Toute  la  région  qui 
le  contient  doit  donc  être  couverte  de  hachures. 

2.  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  les  deux  génératrices 
{t\,K')  et  {h,)à')  et  par  un  plan  directeur  horizontal.  Un  ellipsoïde 
H.vAG.  —  Exercices,  1\  .  8 
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admet  pour  centre  le  sommet  du  paraboloïde ;  son  grand  axe,  de  lon- 
gueur ^o,  se  trouve  sur  une  génératrice  horizontale  du  paraboloïde  ; 
son  ajce  moyen,  également  horizontal^  a  pour  longueur  ÇtO',  enfin,  son 
petit  axe  a  pour  longueur  5o.  Le  paraboloïde  étant  supposé  solide 
dans  la  région  qui  contient  la  demi-droite  de  bout  issue  du  sommet  et 
dirigée  en  avant  de  ce  point,  représenter  C ellipsoïde  entaillé  i)ar  le 
paraboloïde  {fig.  -ik)- 

Détermination  du  sommet  du  paraboloïde.  —  Cherchons  d'abord  la 
direction  de  l'axe,  par  l'intersection  des  plans  directeurs.  A  cet  ellel, 
iiienons,  par  le  point  (a,  a')  dq  (B,  B'),  la  parallèle  (A,,  A')  à  (A,  A')  et 
coupons  le  plan  (Ba  A,,  B' a' A')  par  le  plan  horizontal  H'.  N'o us  obtenons, 
en  bc,  la  direction  de  l'axe. 

Cherchons  maintenant  les  génératrices  perpendiculaires  à  cette  direc- 
tion. Celle  du  premier  système  (nous  convenons  d'appeler  génératrices 
du  premier  système  les  génératrices  horizontales)  a  pour  direction 
{cd,  c'b'),  la  droite  c<^  étant  menée  perpendiculairement  à  cb.  D'autre 
part,  elle  doit  s'appuyer  à  la  fois  sur  (A,  A')  et  sur  (B,  B').  Cherchons 
la  trace  de  (A,  A')  sur  le  plan  {^cd,Wc'h').  En  coupant  par  le  plan 
projetant  verticalement  celte  droite,  nous  obtenons  le  point  (e,  e').  En 
menant,  par  ce  point,  la  parallèle  à  {cd,  c'b'),  nous  obtenons  la  géné- 
ratrice cherchée. 

La  génératrice  du  second  svstème  estparallèle  à  l'intersection  (c/,  c'f) 
du  second  plan  directeur  (BA,,  B'A')  avec  le  plan  vertical  de  trace 
cd.  D'autre  pnrt,  les  projections  verticales  de  toutes  les  génératrices  du 
second  svstème  pas-;ent  par  un  point  fixe,  trace  verticale  de  la  géné- 
ratrice de  bout  du  premier  système.  Ce  point  fixe  n'est  autre  que  a\ 
intersection  de  A'  et  de  B'.  En  menant  a' s'  parallèle  à  c'f,  nous  avons 
la  projection  verticale  de  la  seconde  génératrice  cherchée.  Son  point 
de  rencontre  avec  la  première  nous  donne  le  sommet  {s,  s')  du  para- 
boloïde. 

Contour  apparent  horizontal  du  paraboloïde.  —  Les  verticales  étant 
perpendiculaires  à  l'axe  du  paraboloïde,  leur  plan  diamétral  conjugué 
contient  cet  axe.  11  en  résulte  qtie  le  contour  apparent  horizontal  est  une 
parabole  ayant  pour  sommet  s  et  pour  axe  .\  X  perpendiculaire  à  se. 
Comme  elle  est  l'enveloppe  des  |)rojeclions  horizontales  des  génératrices, 
B  est  une  de  ses  tangentes.  En  menant  une  perpendiculaire  à  cette  droite 
en  son  point  de  rencontre  g  avec  la  tangente  au  sommet,  puis  prenant 
l'intersection  de  cette  perpendiculaire  avec  .ç\.  on  a  le  Foyer  1'  de  la 
parabole.  On  peut,  dès  lors,  la  tracer  sans  difliculté.  On  a  déterminé, 
en  particulier,  le  point  de  contact  //  de  B,  en  menant  la   parallèle  à  l'axe 
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par  le  symétrique  de  V  par  rapport  à  g.  On  a  construit,  de  même,  le 
point  de  contacta  de  la  génératrice  de  bout  a' a. 

Le  contour  apparent  vertical  du  paraboloïde  se  réduit  au  point  a' 
(n"  89). 

Contours  apparents  de  C ellipsoïde.  — En  portant  la  longueur  4o,  de 
part  et  d'autre  de  s,  sur  se,  on  a  les  deux  sommets  P  et  Q  du  grand  axe, 
En  portant,  de  même,  la  longueur  3o  sur  sX,  on  aies  sommets  R  et  S  de 
l'axe  moyen.  Enfin,  les  sommets  du  petit  axe  ont  pour  projections  verti- 
cales U'  et  V,  à  la  distance  26  de  5'. 

Le  contour  apparent  horizontal  est  l'ellipse  principale  d'axes  PO  et 
RS.  Le  contour  apparent  vertical  est  une  ellipse  de  petit  axe  U'V  et  de 
grand  a\e  J' k' ,  J'  et  /.'  étant  les  projections  verticales  des  points  y  et  A' 
de  l'ellipse  principale,  où  la  tangente  est  de  bout. 

Construction  de  l'intersection.  — Pour  avoir  un  point  quelconque, 
coupons  par  le  plan  horizontal  H'.  Il  coupe  le  paraboloïde  suivant  la 
génératrice  du  premier  système  (H,  H').  II  coupe  l'ellipsoïde  suivant 
une  ellipse  homothétique  de  l'ellipse  principale  horizontale.  Le  rapport 
d'homothétie  est  le  rapport  des  cordes  déterminées  par  les  plans  hori- 
zontaux IF  et  s'/'  sur  l'ellipse  de  section  de  l'ellipsoïde  par  un  plan 
quelconque  passant  par  l'axe  vertical.  Or,  on  peut  choisir  ce  plan,  de 
manière  que  l'ellipse  en  question   se  projette  verticalement  suivant  un 

n'  m 
cercle  de  diamètre  L'Y'.  Le  rapport  d'homothétie  est  donc  — ; — r"  Effec- 

'^^  s  o 

tuons  sur  II  l'homothétie  inverse.  A  cet  effet,  construisons  le  point 
homologue  (o,  o')  de  (m.  m')  et  menons  par  o  la  parallèle  à  H.  Elle 
rencontre  l'ellipse  principale  aux  points  p  et  q.  En  joignante/?,  nous 
obtenons,  en  11,  la  projection  horizontale  d'un  des  points  cherchés;  une 
ligne  de  rappel  nous  donne  sa  projection  verticale  11',  sur  H'.  Du  point 
q,  on  déduit,  de  même,  (17,  17'). 

Observons  maintenant  que  5X  est  un  axe  de  symétrie  pour  les  deux 
surfaces,  donc  pour  leur  intersection.  Des  deux  points  précédents,  nous 
pouvons  donc  déduire  aisément  deux  autres  points  (2,  2')  et  (8,  8') .  Par 
exemple,  pour  construire  le  second,  nous  prenons  d'abord  le  symétrique 
8  de  17  par  rapport  à  sX  (parce  que  l'axe  est  horizontal  ;  5X  est  donc  un 
axe  de  symétrie  de  la  projection  horizontale).  Nous  menons  la  ligne  de 
rappel  8  8'  et  nous  y  choisissons  8'  de  manière  que  sa  cote  par  rapport 
à  la  projection  verticale  s'  k' ,  soit  égale  à  la  cote  de  17',  mais  de  sens 
contraire. 

Points  remarquables.  —  Nous  avons  dabord  les  sommets  (i,  1')  et 
(9,9')  de  l'ellipsoïde,  qui  sont  les  points  sur  le  contour  apparent  hori- 
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zonlal  de  celte  surface.  Il  est  facile  de  construire  les  tangentes  en  ces 
points  à  la  projection  verticale.  Clierclions,  par  exemple,  la  tangente  en 
9'.  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  est  le  plan  vertical  de  trace  Vt.  Pour 
avoir  le  plan  tangent  au  paraboloïde,  clierclions  la  génératrice  du  second 
système  qui  passe  par  (9,  9').  La  projection  verticale  de  cette  généra- 
trice est  ^'9'.  Son  point  de  rencontre  avec  la  génératrice  du  premier 
système  (H,  H')  est  (r,  /'),  Coupons  dès  lors  nos  deux,  plans  tangents 
par  le  plan  horizontal  H'.  Le  premier  est  coupé  suivant  une  droite  de 
projection  hori/.onlale  P^.  Le  second  est  coupé  suivant  une  droite  passant 
par  (r,  /')  et  parallèle  à  la  génératrice  (.V9,  s'g').  qui  appartient  à  ce 
plan.  En  menant  par  /•  la  parallèle  rt  à  P5,  on  a  la  projection  horizon- 
tale t  d'un  point  de  la  tangente  dans  l'espace.  La  projection  verticale 
de  ce  point  se  trouve  ensuite  en  /'.  sur  H'.  La  tangente  cherchée  est 
finalement  9'^'. 

La  tangente  en  1'  pourrait  se  construire  de  la  même  manière.  11  est 
plus  simple  de  remarquer  qu'elle  est  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à  l'axe  de  symétrie  de  la  courbe.  On  construit,  comme  il  a  été 
expliqué  tout  à  Theure,  le  point  symétrique  de  {t,  l');  puis,  on  joint  sa 
projection  verticale  à  i'. 

Cherchons  maintenant  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  {sP, 
s'a')  avec  rellipsoïde.  A  cet  effet,  nous  coupons  par  le  plan  projetant 
horizontalement  cette  droite  et  nous  rabattons  sur  le  plan  principal 
horizontal.  Le  point  {a,  a')  se  rabat  en  «,.  11  faut  construire  les  points 
de  rencontre  de  sui  avec  le  rabattement  de  l'ellipse  de  sommets  P.  Q,  L', 
V.  A  cet  efl'el.  nous  utilisons  le  rabattement  du  cercle  homographique 
et  le  rabattement  U,  de  (5,  U').  Joignons  1',^,;  celte  droite  rencontre 
PQ  en  E,  que  nous  joignons  à  Y,  ;  EYi  rencontre  «m,  en  y,  ;  5v,  rencontre 
le  cercle  homographiqne  en  ;,:  le  rabattement  d'un  des  points  cherchés 
se  trouve  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  r,  sur  PQ  (t.  II,  n°  o3î)). 
Mais,  nous  n'avons  pas  besoin  de  ce  rabattement,  car  le  pied  6  de  ladite 
perpendiculaire  sur  PQ  est  la  projection  horizontale  du  point,  qui  se 
rappelle  ensuite,  en  6',  sur  .c'a'. 

Cherchons  la  tangente.  Le  plan  tangent  au  paraboloïde  est  déterminé 
parles  génératrices  (65,  6'.9')  et  (6f,  6'i').  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
est  le  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  P<^),  mené  par  la  tangente 
{ivQ,  iv'6')  à  l'ellipîe  principale  située  dans  ledit  plan  vertical.  Coupons 
ces  deux  plans  par  le  plan  horizontal  a'W".  Le  premier  est  coupé  suivant 
une  droite  dont  la  projection  horizontale  passe  par  //  et  est  parallèle  à 
6r.  Le  second  est  coupé  suivant  une  droite  dont  la  projection  horizontale 
est  perpendiculaire  à  PQ  et  passe  par  W,  projection  horizontale  du 
point  de  rencontre  du  plan  auxiliaire  avec  {6^v,  6'n').  Ces  deux  droites 
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se  rencontrent  au  point  (G,  G'),  qui  est  un  point  de  la  tangente  clierchée. 
Par  symétrie,  on  construit  ensuite  le  point  (i4,  14')  et  sa  tangente. 
Clierchons  les  points  situés  sur  la  génératrice  de  bout.  Nous  appliquons 
la  même  méthode  que  pour  le  point  courant,  avec  cette  difterence  que 
nous  ne  pouvons  pas  effectuer  riiomothétie  sur  la  génératrice,  en  utilisant 
le  point  projeté  verticalement  en  J',  puisque  ce  point  n'existe  pas.  Nous 
avons  la  nouvelle  abscisse  s'K' ,  enjoignant  a'  au  point  de  rencontre  C  de 
^'I'  avec  J'e'.  En  menant  la  ligne  de  rappel  du  point  R',  prenant  ses 
points  de  rencontre  K  et  L  avec  l'ellipse  principale,  puis  faisant  l'homo- 
thélie  inverse,  par  la  simple  jonction  de  Ks'  et  de  L.f,  nous  obtenons,  en 
7  et  3,  les  projections  horizontales  des  points  cherchés,  dont  la  projection 
verticale  commune  est  a' . 

Ce  point  a'  est  donc  un  point  double  apparent  (n°  8)  en  projection 
verticale.  Il  est  facile  d'avoir  ses  tangentes.  Ce  sont,  en  effet,  les  traces 
des  plans  tangents  au  paraboloïde  en  (3,  3')  et  (7,  7'),  puisque  ces  plans 
sont  de  bout,  comme  contenant  la  génératrice  de  bout.  Cherchons,  par 
exemple,  le  plan  tangent  en  (3,  3').  Il  nous  faut  la  génératrice  du  second 
système  issue  de  ce  point.  Coupons  par  le  plan  déterminé  par  le  point 
et  par  la  génératrice  du  premier  svstème  (H,  H'),  il  rencontre  la  généra- 
trice du  premier  système  (PQ,  91)  au  point  (T.  T).  construit  au 
moyen  de  l'horizontale  DT  du  plan  auxiliaire.  Ce  point  appartient  à  la 
génératrice  cherchée,  donc  au  plan  tangent;  il  en  résulte  que  la  tangente 
à  la  branche  2' i' 4  est  3'T'.  On  construit  de  même  la  tangente  7'T',  à 
l'autre  branche. 

Il  nous  reste  à  chercher  les  points  sur  les  contours  apparents.  Ou 
peut  avoir  assez  aisément  les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal 
du  paraboloïde,  en  coupant  par  le  plan  de  cette  ligne.  Ce  plan  est  déter- 
miné par  l'axe  5X  et  par  le  milieu  de  la  corde  verticale  du  paraboloïde 
qui  a  pour  trace  horizontale  le  point  u  par  exemple.  Il  coupe  l'ellipsoïde 
suivant  une  ellipse,  dont  deux  sommets  sont  R  et  S,  les  deux  autres  se 
trouvant  à  l'intersection  du  plan  avec  l'ellipse  principale  de  projection 
horizontale  PQ.  Pour  construire  ces  derniers,  on  utilise  le  rabattement 
eiFectué  pour  la  construction  du  point  (6,  6').  Le  rabattement  de  la  trace 
du  plan  sécant  sur  le  plan  de  l'ellipse  est  la  droite  joignant  .f  au  milieu 
de  ««,.  Après  la  transformation  qui  substitue  à  l'ellipse  son  cercle 
homograpliique,  elle  passe  par  le  milieu  de  // >  1  et  coupe  le  cercle  homo- 
graphi(|ue  en  deux  points,  qui  se  projettent  ensuite  ortliogonalement 
sur  PQ  aux  projections  horizontales  des  sommets  cherchés.  Il  ne  reste 
plus  ensuite  qu'à  prendre  l'intersection  de  l'ellipse  admettant  pour 
sommets  ces  points,  en  même  temps  que  R  et  S,  avec  la  parabole  de  con- 
tour apparent  du  paraboloïde.  Cette  construction  pourrait  se  faire  à  la 
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règle  et  au  compas,  parce  que  les  deux  coni(|ues  ont  un  axe  commun. 
Praliiiuemenl,  on  peul  subsliluer  à  l'ellipse  son  cercle  de  courbure  en  un 
des  sommets  de  T*Q.  On  obtient  ainsi  un  point  très  voisin  du  point  7 
(sur  l'arc  67).  Ces  constructions  n'ont  pas  été  reportées  sur  la  figure, 
pour  ne  pas  trop  leuibrouiller  et  aussi  parce  que.  pratiquement,  on  peul 
très  bien  s'en  passer  pour  faire  le  raccord  entre  la  courbe  et  la  parabole, 
vu  la  proximité  du  point  7  et  de  cette  dernière  courbe. 

Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  l'ellipsoïde  sont  i 
et  9.  Quant  aux  points  sur  le  contour  apparent  \erlical,  on  ne  peut  les 
obtenir  qu'en  rappelant  les  points  de  rencontre  10,  5,  i5  et  18  de  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe  avec  la  trace  /,s7.  du  plan  diamétral 
conjugué  des  cordes  de  bout. 

!-*our  bien  guider  la  courbe,  on  a  construit  les  points  symétriques  de 
tous  les  points  remarquables,  comme  il  a  été  explicjué  plus  haut.  On  a 
également  construit  le  point  (j3,  i3'),  en  coupant  par  le  plan  horizontal 
de  i5',  et  son  symétrique  (4,  4')- 

Jonction  des  points.  —  Il  suffit  d'imaginer  un  plan  horizontal 
balayant  l'ellipsoïde  d'une  manière  continue.  Il  est  facile  de  suivre  le 
déplacement  de  ses  deux  points  de  rencontre  avec  la  courbe,  en  prenant 
comme  repères  les  points  construits.  Le  numérotage  de  ceux-ci  a  été 
fait  en  partant  du  point  (i,  1')  et  déplaçant  le  plan  horizontal  d'abord 
vers  le  haut  (jusqu'au  point  5'),  puis  vers  le  bas  (jusqu'au  point  i4'),  puis 
vers  le  haut  (jusqu'au  retour  en  i'). 

Ponctuation.  —  Nous  ponctuons  d'abord  sur  l'ellipsoïde  (n°  IJ ,  II). 
En  projection  horizontale,  tout  l'arc  12... 9  est  vu,  parce  qu'il  est  au- 
dessus  du  plan  principal  horizontal.  En  projection  verticale,  les  arcs  vus 
sont  ceux  qui  sont  en  avant  du  plan  vertical /5/.,  cest-à-dire  5'6'...io' 
et  i5'i6'i7'i8'. 

Nous  enlevons  ensuite  la  portion  de  l'ellipsoïde  intérieure  au  parabo- 
loïde.  La  demi-ellip>c  de  contour  apparent  horizontal  PQS  disparaît, 
ainsi  que  les  arcs  18'/.'  15'  el  iii'\'i5'  du  contour  apparent  vertical. 
Il  en  est  de  même  du  contour  apparent  horizontal  du  paraboloïde  à 
l'exception  de  l'arc  allant  du  soiuiiit't  .v  aux  points  de  contact  avec  la 
courbe  d'intersection. 

Si  nous  revenons  maintenant  à  la  ponctuation  de  celte  dernière,  nous 
découvrons  plu>ieurs  arcs  (|ui,  priniilivement  cachés,  deviennent  vus 
comme  faisant  |)arlie  du  contour  apparent.  \\n  projection  horizontale, 
nous  trouvons  l'arc  i  18  17  16,  jusqu'au  point  de  contact  avec  la  parabole. 
lOn  projection  \erlicale,  nous  avons  1%' \' 9.' V  cl  10'  11'...  i')',  de  sorte 
(|ue  le  petit  arc  .3'4'5'  est  seul  caché  dans  celle  projection. 


Fig. 
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EXERCICES  PROPOSÉS. 


1.  In  hyperboloïde  à  une  nappe  contient  la  ligne  de  terre,  une  verli- 
cale  et  une  droite  de  bout  données.  Construire  son  centre  et  son  cône 
asvuiptole.  Connaissant  une  projection  d'un  de  ses  points,  trouvei- 
l'autre.  Construire  sa  section  par  un  plan  horizontal  quelconque. 

2.  On  donne  un  cube,  ayant  des  arêtes  verticales  et  des  arêtes  de  bout, 
de  longueur  i5o  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  (0,100,100).  In 
hyperboloïde  contient  deux  diagonales  non  parallèles  des  faces  de  front 
et  l'axe  de  bout  de  la  face  horizontale  inférieure.  Représenter  la  portion 
de  cet  hyperboloïde  intérieure  au  cube,  en  la  supposant  éclairée  par  des 
rayons  lumineux  horizontaux^  faisant  4-5°  avec  la  ligne  de  terre. 

3.  L  n  hyperboloïde  à  une  nappe  a  pour  centre  (o,  100,  100).  Son 
ellipse  principale  a  un  axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  de  longueur  100 
et  un  axe  de  bout  et  de  longueur  70.  Ses  génératrices  de  front  font  45° 
avec  le  plan  horizontal.  Construire  les  deux  projections  de  la  ligne  de 
striction  des  génératrices  d'un  système.  (On  sait  construire  le  point  cen- 
tral de  chaque  génératrice.) 

/|..  On  reprend  1" hyperboloïde  précédent  et  on  le  coupe  par  un  parabo- 
loïde  hyperboli(|ue,  dont  les  génératrices  issues  du  sommet  sont  les 
génératrices  de  l'hyperboloïde  situées  dans  le  plan  tangent  de  front  le 
plus  rapproché  du  plan  \ertical  et  dont  la  parabole  principale  horizontale 
admet  pour  fover  le  centre  de  Thyperboloïde.  L'hyperboloïde  étant 
supposé  solide  dans  la  région  ([ui  contient  son  centre  et  le  paraboloïde 
étant  supposé  solide  dans  la  région  qui  ne  contient  pas  ce  point,  repré- 
senter le  solide  commun,  en  le  limitant  aux  plans  horizontaux  de 
cotes  3o  ei  170. 

5.  In  paraboloïile  hyperboli(|ue  a  pour  axe  la  ligne  de  terre  et  pmir 
plan  principal  le  plan  horizontal.  On  donne,  en  outre,  son  sommet, 
l'angle  que  font  ses  plans  directeurs  avec  le  plan  horizontal  et  un  de  ses 
points. 

Construire  les  génératrices  (|ui  passent  par  ce  point. 

0.  lu  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  les  génératrices 
y  z=  5o,  5  =  j:  -f  ioi>;  )'  ^    1  00. 

z^^ — ./•  +  iot»;         y:=ziô(K         z  =  o. 

()n    le   coupe    par  une  sphère  avant  pour  centre  son  commet   et    pour 
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rayon  loo.  Représenter  cette  sphère  entaillée  par  le  paraboloïde,  en  sup- 
posant que  son  point  le  plus  haut  se  trouve  dans  la  partie  solide  du  para- 
boloïde. 

7.  Un  ellipsoïde  a  pour  centre  (o,  loo,  iod).  pour  sommets  (90,  i3o, 
100)  et  (o,  100,  180).  On  sait,  en  outre,  que  les  plans  de  front  sont  des 
plans  cycliques.  Dans  le  plan  principal  horizontal,  on  prend  le  point  P. 
situé  sur  l'ellipsoïde,  ayant  pour  abscisse  85  et  le  plus  grand  éloi- 
gnement.  On  considère  la  sphère  tangente  en  ce  point  à  l'ellipsoïde  et 
passant  par  le  sommet  de  moindre  èloignement.  Représenter  le  solide 
commun.  (On  peut  se  ramener  à  Tinterseclion  de  la  sphère  et  dun  cône 
à  base  circulaire  dans  le  plan  vertical.) 

8.  Un  paraboloïde  elliptique  à  axe  vertical  admet  pour  sommet  le 
point  (o,  100,  o)  ;  il  passe,  en  outre,  par  l'ellipse  horizontale  qui  admet 
pour  centre  (o,  100,  200),  pour  sommet  le  point  A  (120,  i5o,  200)  et 
dont  le  petit  axe  a  pour  longueur  180.  Un  paraboloïde  hyperbolique  a 
un  plan  directeur  horizontal  et  l'autre  de  front;  il  a  même  sommet  que 
le  paraboloïde  elliptique;  en  outre,  il  passe  par  le  point  A.  Représenter 
le  solide  commun,  en  supposant  que  la  partie  de  l'axe  du  paraboloïde 
hyperbolique  qui  est  à  droite  du  sommet  se  trouve  dans  la  région  solide 
limitée  par  cette  surface. 

9.  Un  hyperboloïde  à  deux  nappes  a  pour  centre  (o.  120,  o)  et  pour 
sommet  (o,  120,  40).  Sa  section  par  le  plan  z  :=  200  est  une  ellipse  dont 
le  petit  axe  est  de  bout  et  a  pour  longueur  160  et  dont  le  grand  axe  a 
pour  longueur  260.  On  le  coupe  par  un  cylindre  ayant  pour  base  un 
cercle  décrit  dans  le  plan  de  l'ellipse  ci-dessus,  sur  son  petit  axe  comme 
diamètre.  Les  génératrices  de  ce  cvlindre  sont  de  front  et  inclinées  à  45° 
sur  le  plan  horizontal.  Représenter  le  solide  commun,  en  le  limitant  au 
plan  z  =  200  et  à  la  nappe  supérieure  de  l'hyperboloïJe. 

10.  Une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  \ertical  admet  pour  centre 
(o,  120,  100),  pourravon  de  gorge  40  et  pour  rayon  de  la  trace  horizon- 
tale 100.  In  paraboloïde  hyperbolique  passe  [)ar  une  des  génératrices  de 
front  de  plus  grand  èloignement  de  cet  hyperboloïde,  par  son  axe  et  par 
la  tangente  au  cercle  de  gorge  au  point  le  plus  rapproché  du  plan  vertical. 
Représenter  l'hyperboloïde  entaillé  par  le  paraboloïde,  en  le  limitant 
par  les  plans  horizontaux  de  cotes  o  et  i5o. 
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PROJECTIONS    cotées;    SURIACES    TOPOGRAPHIQUES. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.  Entre  les  sommets  S  et  S'  de  la  carte  (')  de  la  figure  '26,  se 
trouve  un  col  G.  Déterminer  sa  position  approximative  et  tracer  la 
ligne  de  faite  et  la  ligne  de  tliabveg  qui  en  sont  issues. 

Menons  la  normale  commune  aux  lignes  de  niveau  de  cote  210;  nous 
obtenons  un  élément  de  la  ligne  de  faite;  de  même,  en  menant  la  nor- 
male commune  aux  lignes  de  niveau  de  cote  200,  nous  obtenons  un  élé- 
ment de  la  ligne  de  thalweg.  Ces  deux  lignes  se  rencontrent  au  point  C, 
qui  est  le  col  cherché. 

En  appliquant  la  méthode  indiquée  au  11°  90  pour  la  construction 
d'une  ligne  de  plus  grande  pente,  on  peut  continuer  le  tracé  de  la  ligne 
de  faîte,  qui  se  termine  aux  deux  sommets  S  et  S'  et  de  la  ligne  de 
thalweg,  qui  descend  indéfiniment  et  sort  linalement  des  limites  de  la 
carte.  A  partir  de  la  cote  160,  le  tracé  de  celte  dernière  ligne  devient 
assez  incertain,  à  cause  du  grand  espacement  des  lignes  de  niveau.  Il 
faut  imaginer  par  la  pensée  des  lignes  de  niveau  intermédiaires  "  et 
s'efiTorcer  de  les  couper  orlhogonalement.  On  peut  aussi  se  guider  sur  les 
lignes  de  plus  grande  pente  voisines,  qui  doivent  toutes  converger 
asymptotiquement  vers  la  ligne  de  thalweg  (n°  90). 

2.  On  donne,  sur  la  même  carte,  le  point  A  ,  de  cote  1 5>->  et  le  point  B. 
de  cote  i52.  Tracer  un  chemin  /oignant  ces  deux  point';  et  dont  la 
pente  ne  dépasse  jamais  h  pour  100.  Tracer  également  un  chemin 
jouissant  de  la  même  propriété  et  Joignant  A  au  sommet  S. 

(')  Celle  rarlc  a  rit-  rxtraile   d'il»   plan  «lirecteur  de  la  4*  AriiKi-   (  i3   iu>vi'nil»re 
1Q16).  Son  cchellc  était  le  j-ôïïbo  ■  ^'"^  '^  ligure,  cette  échelle  a  été  réduite  dan^  le 

nip|...il  j. 
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Il  existe  évidemment  une  infinité  de  solutions  pour  cliacun  de  ces  deux 
problèmes.  Nous  allons  chercher  celles  qui  conduisent  approximative- 
ment au  chemin  le  plus  court. 

Pour  joindre  A  et  B,  deux  solutions  paraissent  à  peu  près  équiva- 
lentes. On  peut  contourner  par  l'Est  le  sommet  S  ou  bien  passer  par  le 
col  C.  La  première  méthode  permettrait,  si  l'on  consentait  à  allonger 
suffisamment  le  chemin,  d'obtenir  un  tracé  ne  comportant  que  de  faibles 
élévations.  La  seconde,  au  contraire,  nous  oblige  à  monter  jusqu'à  l'alti- 
tude du  col  C,  qui  est  comprise  entre  200™  et  2  10™.  Mais,  elle  nous  permet 
néanmoins,  avec  un  tracé  aussi  court  que  possible,  d'éviter  toute  pente 
supérieure  à  5  pour  100.  C'est  elle  que  nous  allons  adopter. 

Si  nous  voulons  obtenir  lélévalion  minimum,  nous  devons  passer  exac- 
tement par  le  col  C.  Pour  ell'ectuer  notre  tracé,  nous  allons,  dès  lors, 
partir  de  ce  point  et  le  joindre  successivement  aux  points  A  et  B. 

Tant  que  nous  sommes  dans  les  régions  de  forte  pente,  il  faut  donner 
à  la  route  sa  pente  maximum  de  5  pour  ico.  La  dislance  horizontale 
entre  les  points  de  rencontre  avec  deux  lignes  de  niveau  consécutives 
doit  être  de  200™,  c'est-à-dire  de  i*^^"",  en  tenant  compte  de  léchelle.  En 
procédant  comme  il  a  été  expliqué  au  n°  96,  on  obtient  successivement 
les  points  e,  d,  c,  b,  a,  que  l'on  joint  par  un  trait  continu,  en  arron- 
dissant l'arc  cb,  afin  de  contourner  la  ligne  de  niveau  de  cote  170. 

Pour  joindre  C  à  B,  on  obtient  d'abord  le  morceau  de  route  Qfgh.  Si 

l'on  joint  ensuite  /iB  par  une  ligne  droite,  on  obtient  un  chemin  dont  la 

j)ente  est  partout  inférieure  à  5  pour  100,  sauf  entre  les  cotes  170  et  160. 

Qn   y  remédie   en   donnant  une  légère   déviation   vers   l'Ouest,    et   l'on 

obtient  finalement  le  dernier  tronçon  /«/B. 

Fiff.    35. 
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Sur  la  figure  20,  on  a  tracé  le  profil  de  la  roule,  en  portant  en  abscisse 
la  distance  parcourue  horizontalement  (mesurée  au  curvimétre)  et  en 
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ordonnée  l'altitude  au-dessus  de  la  cote  i5o,  évaluée  à  l'échelie  de   j-iHU)- 
Le  chemin  joignant  A  au  sommet  S  a,  sur  tout  son  parcours,  la  pente 
maximum  de  5  pour  luo,  sauf  tout  à  fait  à  la  fin,  entre  li  et  S. 

3.  On  considère^  toujours  sur  la  même  carie,  un  observateur,  dont 
l'œil  est  placé  en  o,  à  un  mètre  au  dessus  du  sol.  Déterminer  les  régions 
que  voit  cet  observateur  dans  le  secteur  oX\ . 

La  méthode  générale  indiquée  au  n"  103  consiste  à  construire  les 
profils  de  dilTérentes  sections  par  des  plans  verticaux  passant  par  o  et  à 
mener,  de  ce  point,  les  tangentes  à  ces  profils.  Sur  la  figure,  on  s'est 
contenté  de  reproduire  le  profil  correspondant  à  la  section  oX.  Ce  profil 
a  été  construit  en  adoptant  l'échelle  de  yoôg  po"''  '^s  cotes  et  considérant 
la  droite  oX  comme  ayant  la  cote  ?,oo.  On  a  marqué  tous  les  points  à 
cotes  rondes,  ainsi  que  le  sommet  de  cote  222.  Puis,  on  a  joint  tous  ces 
points  par  un  trait  continu,  dont  la  tangente  au  sommet  est  parallèle 
à  oX.Ona  ensuite  marqué  le  point  O  représentant  l'œil  de  l'observateur, 
situé,  par  conséquent,  à  1"""  au-dessus  du  sommet.  De  ce  point,  on  peut, 
mener  deux  tangentes  au  profil.  La  première  OT  est  très  mal  déterminée, 
à  cause  de  la  proximité  de  O  et  de  la  courbe.  Elle  rencontre  celle-ci  en 
un  point  T.  qui  se  raj^pelle  en  /  sur  oX.  La  ligue  comprise  entre  t  et  la 
projection  horizontale  du  point  de  contact,  projection  ([ui  est  très  voi- 
sine de  o,  est  tout  entière  cachée,  (^uand  on  fait  tourner  le  plan  sécant, 
celte  ligne  balaie  une  région  environnant  o  et  que  l'on  a  couverte  de 
hachures.  De  même  que  la  tangente  OT,  celte  région  est  pratiquement 
très  mal  déterminée.  Cela  n'est  d'ailleurs  pas  étonnant,  car  il  suffit  que 
l'observateur  élève  son  œil  de  quelques  décimètres  pour  la  modifier 
complètement  et  apercevoir  une  partie  beaucoup  plus  grande  de  la  contre- 
pente.  Cette  circonstance  même  enlève  la  presque  totalité  de  rinlérèt 
que  peut  présenter  la  construction  de  cette  région  et  il  nous  importe  peu, 
en  définitive,  que  cette  construction  soit  peu  précise. 

Occupons-nous  maintenant  des  régions  éloignées.  Du  point  O,  nous 
pouvons  mener  une  deuxième  tangente  au  profil  oX,  soit  OUV.  L'arc  UV 
est  caché;  sa  projection  horizontale  «c  appartient  donc  à  une  région 
cachée.  l'our  délimiter  cette  région,  nous  avons  construit  les  profils  oD 
et  oV..  Le  premier  nous  a  donné  le  segment  caché  kl.  Quant  au  second, 
il  nous  a  donné  un  segment  sensiblement  réduit  à  un  point,  la  tangente 
analogue  à  OUV  devenant  à  peu  près  une  tangente  d  inllexion,  ce  qui 
amène  la  coïncidence  des  points  tels  que  U  et  V.  Il  suit  de  là  que  la  courbe 
limite  de  la  région  actuellement  en\  isagée  est  pratiquement  langenle 
à  oV..  Xous  l'avons  tracée  approximativement  au  ninven  dune  ligne  de 
petites  croix  et  nous  avoll^  mis  de^  hachures  dans  l;i  réj^ion  cachée. 
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Si  nous  reprenons  le  profil  oE,  nous  constatons  qu'on  peut  lui  mener 
une  troisième  tangente,  dont  le  point  de  contact  est  projeté  horizontale- 
ment en  ))i.  Cette  tangente  ne  rencontre  pas  la  surface  topographique 
dans  les  limites  de  la  carte.  Donc,  le  segment  de  oE  compris  entre  m  et 
le  bord  Ouest  de  celle-ci  est  entièrement  caché. 

Si  Ion  fait  tourner  le  plan  sécant  en  le  rapprochant  de  oY,  le  point  m 
va  décrire  une  ligne,  qui  délimitera  une  nouvelle  région  cachée.  Nous 
avons  construit  les  points  «,  p.  tv  de  cette  ligne  situés- sur  les  profils  oG, 
oH,  oV.  Pour  aucun  d'eux,  la  rencontre  du  ravon  visuel  langent  avec  le 
sol  ne  se  fait  dans  les  limites  de  la  carte. 

On  peut  avoir,  avec  une  approximation  prati([uement  suffisante  et  avec 
une  très  grande  rapidité,  un  grand  nombre  de  points  de  la  courbe 
cherchée,  en  utilisant  la  remarque  suivante.  Considérons  une  ligne  de 
ni\eau  N,  dont  la  cote  .;  difTère  peu  de  la  cote  223  de  l'œil  de  ^obser^a- 
teur.  Menons  la  tangente  oq  à  celte  ligne.  Si  z  était  rigoureusement  égal 
à  223.  il  est  clair  que  le  point  de  contact  q  appartiendrait  à  la  courbe 
limite,  puisque  cette  courbe  est  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit, 
lequel  cône  comprend  les  tangentes  à  la  section  du  terrain  par  le  plan 
horizontal  mené  par  o.  Si  ^  est  un  peu  plus  grand  que  223,  la  tangente  au 
profil  oq  est  légèrement  inclinée  de  q  vers  o  et  son  point  de  contact  se 
projette  un  peu  en  avant  de  q. 

Si,  au  contraire,  z  est  un  peu  plus  petit  que  223.  ce  point  de  contact 
se  projette  un  peu  en  arrière  de  q.  En  définitive,  dans  les  régions  dont 
l'altitude  est  voisine  de  celle  de  l'observateur,  la  courbe  passe  un  peu  en 
avant  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  o  aux  lignes  de 
niveau  de  cote  supérieure  à  celle  de  l'observateur  et  un  peu  en  arrière 
des  points  de  contact  des  tangentes  aux  lignes  de  niveau  de  cote  infé- 
rieure. 

Cela  nous  a  permis  de  tracer  sans  aucune  peine  toute  la  partie  de  la 
courbe  située  dans  le  secteur  FoH.  En  particulier,  nous  avons  dû  passer 
un  peu  en  avant  des  sommets  S  et  S'  et  un  peu  en  arrière  du  col  C.  Nous 
avons  enfin  raccordé  au  sentiment  les  points  p  et  w. 

Nous  nous  sommes  assurés,  par  la  construction  de  quelques  profils 
dans  la  région  postérieure  à  la  courbe  de  contact,  qu'aucun  ravon  visuel 
tangent  ne  pouvait  percer  celte  région,  qui  est,  par  suile,  entièrement 
cachée.  Nous  n'avons  fait  qu'amorcer  les  hachures  qui  devraient  la 
recouvrir,  afin  de  ne  pas  trop  brouiller  la  carte. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

t.  Un  observateur  est  placé  en  un  point  donne,  ;i  une  altitude  donnée. 
Il  fait  un   l<iur  d'horizon,  en  dunnanl  à  >a  lunetl»'  une  inclinaison  cons- 
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tante.  Construire  la  ligne  des  points  vus.  (On  pourrait  couper  par  des 
plans  verticaux.  .Mais,  il  est  plus  rapide  de  couper  par  des  plans  horizon- 
taux. On  est  ramené  à  prendre  l'intersection  des  lignes  de  ni\eau  avec 
des  cercles.) 

2.  Un  canon  est  placé  en  un  point  donné.  On  le  pointe  successivement 
dans  tous  les  azimuts,  mais  en  lui  donnant  toujours  la  même  inclinaison. 
Construire  la  ligne  des  points  de  chute.  (Cette  ligne  est  ce  que  les  artil- 
leurs appellent  une  courbe  d'égale  hausse.  Pour  la  construire,  il  faut 
connaître  la  queue  de  la  trajectoire,  l.e  plus  simple  est  alors  de  couper 
par  des  plans  horizontaux,  comme  dan?  l'exercice  précédent.) 

3.  Pour  échapper  à  la  vue  de  l'ennemi,  un  canon  se  défile  derrière 
une  croupe.  Déterminer,  pour  cliaque  azimut,  l'angle  de  tir  minimum  et 
en  déduire  la  ligne  en  deçà  de  laquelle  il  est  impossible  de  tirer.  {Pro- 
blème du  masque.) 

4.  Un  canon  a  pour  objectif  de  battre  un  secteur  déterminé.  Cons- 
truire les  zones  de  ce  secteur  qui  sont  en  angle  mort,  c'est-à-dire  qui 
ne  peuvent  être  atteintes  par  aucune  trajectoire,  par  suite  de  la  contre- 
pente.  (Ce  problème  est  analogue  au  problème  résolu  n"  3  et  se  résout 
delà  même  manière,  en  remplaçant  les  rayons  visuels  par  les  trajectoires. 
II  est  commode  d'avoir  un  abaque  tracé  sur  papier  transparent  et  repro- 
duisant les  queues  de  trajectoires  à  l'échelle  que  Ton  veut  adopter  pour 
la  construction  des  profils.  On  superpose  cet  abaque  sur  chacun  de  ceux- 
ci,  en  plaçant  l'origine  des  trajectoires  à  l'emplacement  du  canon  et  l'on 
voit  quelles  sont  les  trajectoires  qui  sont  tangentes  au  profil.  On  marque, 
pour  chacune  d'elles,  le  point  de  contact  et  le  point  de  rencontre  avec  le 
sol.  La  partie  du  profil  qui  se  trouve  entre  ces  deux  points  est  en  angle 
mort.  ) 


CHAPITRE  IX. 

NOTIONS    DE    PERSPECTIVE. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

On  donne  un  cube  dont  VarêLe  a  \'^  de  lon<i.  Une  de  ses  faces  repose 
sur  le  géométral.  Le  sommet  A  le  plus  en  avant  a  pour  largeur  et 
pour  éloignement  20*^"^  et  So'™.  Le  côté  AH,  ijui  va  vers  le  sommet  le 
plus  à  droite,  a  pour  coefficient  angulaire  ?.. 

Un  cylindre  de  révolution ,  de  l'^So  de  haut,  a  pour  base  inférieure 
un  cercle  tracé  dans  la  face  supérieure  du  cube,  concentrique  à  cette 
face  et  de  40""  de  diamètre. 

Enfin,  dans  la  face  verticale  ADD'A'  du  cube,  on  a  tracé  un  demi- 
cercle,  ayant  pour  centre  le  milieu  de  kY)  et  pour  diamètre  oo""^.  Mettre 
cette  figure  en  perspective,  à  l'échelle  dcjj,  en  supposant  que  le  point 
de   rue  a  pour  largeur,    éloignement  et  hauteur  :   o,  i5o'™  et  155'™ 

Perspective  de  la  face  ABCD.  —  Traçons  la  ligne  de  terre  LT,  en 
marquant  le  point  L,  origine  des  largeurs.  La  ligne  d'horizon  est  HH',  à 
j,,3mmi  au-dessus  de  LT.  Le  point  de  fuite  principal  F  se  trouve  sur  la 
verticale  de  L. 

Commençons  par  construire  la  perspective  de  A.  La  perpendiculaire 
au  tableau  menée  par  ce  point  rencontre  la  ligne  de  terre  au  point  a,  tel 
(jue  La  =r  20'™,  soit  iS"""'^.  à  l'éclielle  du  dessin.  l£n  joignant  Va,  nous 
avons  la  perspective  de  cette  perpendiculaire.  Considérons  maintenant 
la  trace  r/,  de  AB;  elle  se  trouve  à  gauche  de  a.  à  une  dislance  de  ce 
point  égale  à  i^"^  ou  lo"*"",  à  léchelle.  D'autre  part,  le  point  de  fuite /" 
de  AB  se  trouve  sur  la  ligne  d'horizon,  à  75*™,  ou  50*""'  à  réchelle,  à 
droite  de  F.  En  joignant  /'«,.  nous  avons  la  perspective  de  AB.  l>n  pre- 
nant le  point  de  rencontre  A  de  Va  et  de  A/,,  uou-^  avons  la  perspective 
du  sommet  A. 

I*our  trou\  er  la  perspective  de  B,  utilisons  sa  projection  orthogonale  b 
sur  le  tableau.  Nous  construisons  ce  point  b  en  menant  |>ar  a  une  droite 
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de  coeflicienl  angulaire  2,  portant  aB,  =  i™  (66""™|  à  l'échelle)  et  pro- 
jetant B,  en  h  sur  LT.  Joignant  ensuite  V b,  nous  avons  B.  à  la  rencontre 
avec/«i. 

Construisons,  de  même,  D.  Le  point  d  est  à  une  distance  de  a  égale  à 
^B,.  Quant  au  point  de  fuite  de  AD,  il  se  trouve,  sur  HH  ,  à  une  dis- 
tance à  gauche  de  F  égale  à  2  fois  la  distance  principale,  c'est-à-dire 
4  fois  F/'.  Il  est  en  dehors  des  limites  du  dessin.  Pour  le  joindre  à  A, 
nous  avons  fait  une  lioraolhétie,  de  centre  A,  amenant,  par  exemple,  / 
en  B.  Menant  Beh  parallèle  à  flH  ,  portant  eh^=4cV>  et  joignant  A/i, 
nous  avons  la  perspective  de  AD.  JNous  en  déduisons  D,  par  la  rencontre 
avec  F^. 

Le  sommet  G  se  trouve  enfin  à  l'intersection  de  /'D  et  de  Fc.  le  point  c 
étant  à  une  dislance  de  0  égale  à  ad. 

Perspectà'e  de  A'B  C  D  .  —  Il  suffit  de  porter  la  face  précédente  à  la 
hauteur  i"".  Pour  A',  nous  menons  la  \erticale  aa'  égale  à  66""*!  et  nous 
joignons  Fa';  A'  est  à  la  rencontre  de  celte  droite  avec  la  verticale  de  A. 

Joignant  A'/ et  prenant  son  intersection  avec  la  verticale  de  B.  nous 
avons  B'.  Nous  construisons  ensuite  C,  en  utilisant  la  diagonale  A  C  , 
dont  le  point  de  fuite  i'  est  à  Tinlersection  de  HH  avec  AC.  Enfin,  nous 
avons  D',  en  joignant  yC. 

Perspective  de  la  base  du  cylindre.  —  Cesl  évidemment  une  ellipse, 
car  le  cercle  de  l'espace  ne  rencontre  pas  le  plan  neutre  (c/.  Exercice  pro- 
posé n'^  8).  11  est  facile  den  construire  quatre  poinls.  avec  leurs  tangentes. 
Ce  sont  les  poinls  de  contact  des  tangentes  parallèles  aux.  arêtes  du  cuhe. 
Les  tangentes  parallèles  à  A'D',  par  exemple,  rencontrent  A'B'  aux  poinls 
/  et  /. .  qui  divisent  A'B'  dans  le  rapport  y^.  Construisons  ces  points  et. 
en  même  temps,  le  point  milieu  i,  en  appliquant  la  méthode  indiquée  au 
n°  lOG.  Menons,  par  A',  une  parallèle  à  HH'  et  portons-y  les  longueurs 
A'y',  A'/',  A'/.',  A' 6'  respectivement  égales  à  3.  5,  7,  10.  avec  une  unité 
de  longueur  quelconque.  Joignons  Z/'B',  jusqu'à  sa  rencontre  en  ni  avec 
HH'.  Les  droites  nij' .  mi',  nik'  rencontrent  A'B',  aux  poinls/.  /.  A  cher- 
chés. Prenons  maintenant  le  point  de  rencontre  1  des  diagonales  A'C, 
B'D'.  La  droite  AI  rencontre  CD'  en  /;  la  droite  yY  est  une  des  tangentes 
parallèles  à  A'D'.  Son  point  de  contact  L  se  trouve  sur  /I. 

iNous  n'avons  pas  construit  l'autre  tangente  parallèle  à  A'D',  parce 
que  son  point  de  contact  est  caché  et  ne  doit  pas  être  reproduit  sur  le 
dessin. 

La  tangentey'/  rencontre  A'C  en  un  point  J,  qui,  joint  à  /'.  donne  la 
perspective  d'une  tangente  parallèle  à  A'B'.  Son  poinl  de  contact  K  se 
trouve  sur  i\.  Celui  de  l'autre  tangente  parallèle  à  A'B'  est  caché. 
Haac  —  Exercice^.  IV.  -  g 
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Cherchons  maintenant  les  points  situés  sur  le  contour  apparent  du 
cylindre.  11  s'agit,  bien  entendu,  du  contour  apparent  pour  le  point  de 
vue,  c'est-à-dire  des  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  au 
cylindre  menés  par  ce  point. 

Pour  construire  ces  plans  tangents,  nous  appliquons  la  méthode  géné- 
rale du  n°  22;  mais,  pour  simplifier  un  peu  les  constructions,  nous  ima- 
ginons qu'on  a  pris  la  base  du  cylindre  dans  le  plan  horizontal  qui  passe 
par  le  point  de  vue.  Nous  devons  mener,  par  ce  point,  des  tangentes  à 
celte  base.  A  cet  efTel,  rabattons  le  plan  sur  le  tableau,  la  charnière 
étant,  par  conséquent,  HH'. 

La  perpendiculaire  au  tableau  menée  par  le  centre  du  cercle  a  la  même 
largeur  que  la  perpendiculaire  à  LT  menée  par  le  centre  du  carré  ABCD, 
lequel  centre  est  obtenu  par  l'intersection  des  diagonales.  En  joignant  ce 
point  à  F,  on  a,  en  u,  sa  projection  orthogonale  sur  LT;  la  largeur  cher- 
chée est  donc  Lu.  On  en  déduit  le  rabattement  de  la  perpendiculaire  au 
tableau  passant  par  le  centre  du  cercle,  en  menant  la  verticale  du  point  u. 

Pour  avoir  le  rabattement  M  de  ce  centre,  on  pourrait  remarquer  qu'il 
se  trouve  sur  la  droitejoignant  sa  perspective  (laquelle  est  à  l'intersec- 
tion de  HIl'  avec  la  verticale  de  I)  au  rabattement  O  du  point  de  vue 
{VO  =:  i^jôo,  soit  loo™'"),  car  ce  rabattement  peut  être  considéré  comme 
étant  le  point  de  fuite  de  la  droite  qui,  dans  l'espace,  joint  la  position 
initiale  du  point  M  à  son  rabattement.  (Ce  point  de  fuite  est  qiiel(|uefois 
appelé  \'i.  point  de  fuite  de  la  corde  de  l'arc,  parce  que  la  tlroite  tlonl 
nous  venons  de  faire  mention  est  la  corde  de  l'arc  décrit  |)ar  M  pendant 
son  rabattement.)  Mais  cette  droite  est  trop  peu  inclinée  sur  la  verticale 
et  donnerait  une  détermination  trop  peu  précise  de  M.  C'est  pouiquoi 
nous  avons  préféré  utiliser  l'éloiguement  de  ce  dernier  point.  Cet  éloi- 
gnement  est  le  même  que  celui  du  milieu  de  BD;  il  est  égal  à  l'éloigne- 
ment  de  A  augmenté  de  la  demi-somme  des  deux  longueurs  éB,  et  ab. 
En  le  portant  sur  la  verticale  du  point  //.  à  partir  de  IIII',  on  oluient  le 
point  M. 

Mous  décrivons  maintenant  le  cercle  de  centre  M  et  de  ra\on  20  (  iS'""'^' 
à  l'échelle).  Puis,  nous  menons  les  tangentes  à  ce  cercle  par  le  point  O, 
rabattement  du  point  de  vue.  Ces  tangentes  ON  et  OP  rencontrent  Hll' 
aux  points  n  et  ^,  qui  appartiennent  à  la  perspective  des  génératrices 
de  contour  apparent  du  cylindre.  (Les  perspectives  de  ces  génératrices 
sont  la  trace  îles  plans  tangents  précédents  sur  le  plan  du  tableau.)  En 
menant  des  verticales  par  n  et  />,  on  a  le  contour  apparent. 

Cherchons  le  poiiU  de  contact  ij  de  la  génératrice  nt]  avec  la  l)ase  infé- 
rieure. A  cet  elfet,  nous  allons  construire  la  perspective  de  la  perpendi- 
culaire au  tableau  menée  par  ce  point.  Le  pied  (^»  de  cette  perpendieu- 
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laiie  se  trouve  sur  la  \erlicale  du  point  de  conlacl  N.  Sa  hauteur  est 
de  !"•  au-dessus  de  LT.  c'est-à-dire  la  même  que  celle  de  a' .  11  se  trouve 
donc  sur  la  parallèle  à  LT  menée  par  a' .  En  joignant  FQ.  nous  avons  la 
perpendiculaire  cliercliée.  l'^lle  lenconlre  la  verticale  iiq  au  point  de 
contact  rj . 

On  construit  de  la  même  manière  le  point  de  contact  fj'  avec  la  base 
supérieure,  en  utilisant  le  point  Q',  dont  la  hauteur  au-dessus  de  Q  est 
de  i'",ào,  soit  loo""",  à  l'échelle,  ainsi  que  les  points  de  contact  /■  et  /  ' 
de  l'autre  génératrice  de  contour  apj)arenl. 

Les  points  L,  K,  y,  /•  avec  leurs  tangentes  suffisent  pratiquement  poui- 
tracer  la  demi-ellipse  qui  constitue  la  perspective  de  la  partie  vue  de  la 
base  inférieure  du  cvlindie. 

Quant  à  la  base  supérieure,  nous  en  connaissons  déjà  deux  points  :  q' 
et  /•',  avec  leurs  tangentes.  Nous  avons  couàlruit  les  points  L'  et  K'  en 
effectuanl  leur  mise  en  hauteur  à  partir  des  points  L  et  K.  A  cet  effet, 
nous  avons  d'abord  construit  le  point  A",  de  hauteur  2'",5o  (a"  est  sur  la 
droite  Q'H').  La  droite  ^A"  passe  par  la  perspective  1'  du  centre  de  la 
base  supérieure,  qui  se  trouve  aussi  sur  la  verticale  de  I.  Joignant  /"!'  et 
prenant  son  intersection  avec  la  verticale  de  L,  nous  obtenons  L'.  Le 
point  J'  se  trouve  d'autre  part  à  la  rencontre  de  ^A"  avec  la  verticale 
de  J;  J'L'  est  la  tangente  en  L'.  l'Lnfiii,  la  verticale  de  K  rencontre  en  K' 
la  droite /.r,  qui  est  la  tangente  en  ce  point.  Nous  pouvons  maintenant 
tracer  la  demi-ellipse  q'\J\\'  r'. 

PerspeclU'e  du  demi-cercle  de  la  face  ADD'A'.  —  Celle  perspective 
est  une  demi-ellipse.  Ses  extrémités  S  et  U  et  son  centre  V  sont  les  points 
situés  aux  |,  au  \  et  au  milieu  de  AD.  On  les  construit,  en  utilisant  leurs 
projections  orthogonales  5,  //,  v  sur  Lï,  lesquelles  sont  siuiées  respecti- 
vement aux  |,  au  J  et  au  milieu  de  ad.  (11  se  trouve  accidentollt- ment 
que  ('  coïncide  en  pratique  avec  c  et  11  avec  la  projeciion  du  centre  de 
ABGD.)  Les  droites  Fa-,  Vu,  Fc  rencontrent  AD  aux  points  S,  U,  V 
cherchés.  (On  aurait  pu  aussi  construire  V  en  remarquant  que  la  verti- 
cale de  ce  point  doit  passer  par  le  point  de  rencontre  de  AD'  et  de  DA'. 
On  aurait  pu  ensuite  construire  S  on  remarquant  (pic  la  verticale  de  ce 
point  pa^se  par  le  point  de  rencontre  de  1)'V  avec  la  droite  joignant  les 
milieux  de  AA'  cl  de  DD'.  Une  construction  analogue  aurait  donné  L'.) 
Les  tangentes  en  S  el  l  sont  verticales.  ICIles  rencontrent  DA'  en  S'  et 
AD'  en  U';  la  droite  l  'S'  e>l  la  tangente  au  point  \'  le  plus  haut  du 
cercle. 

Nous  avons  encore  construit  ie^  jininls  \\'  el  .\,  exlrèmilés  des  rayons 
du  cercle  inclinés  à  4*>"  sur  le  géoniétral.  Pour  fêla,  nous  avons  fait 
la   mise   en   hauleur   de   lu   droite   D' \V.\A".    au    moyen    des  points   D" 
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et  \"'  Idd"  =:a(i"  :=  _—,  soit  — p,  à  réchelle).    Cette   droite    renconlre 

\  S'  et  VU'  au\  points  W  et  X.  Les  tangentes  en  ces  points  passent  par 
le  point  Z  symétrique  de  \'  [lar  rapport  an  point '^  on  \\'X  renconlre  VV. 
Nous  avons   maintenant  5   points  et  lenrs   tangentes;  cela  suffit  pour 
tracer  la  demi-ellipse. 

Ponctuation.  —  Dans  un  dessin  en  perspective,  Tusaiie  n'est  pas,  comme 
en  Géométrie  descriptive,  de  ponctuer  les  lignes  cachées.  On  ne  les  trace 
pas.  C'est  pourquoi  nous  avons  seulement  marqué  comme  lignes  de  cons- 
truction les  arêtes  CB,  CD.  CC  du  cube,  ainsi  que  les  portions  des  arêtes 
C'B'  et  CD'  qui  sont  cachées  par  le  cylindre.  De  même,  nous  n'avons 
tracé  que  les  demi-ellipses  représentant  les  arcs  vus  des  deux  bases  de 
celui-ci. 

EXERCICES  PROPOSÉS. 

1.  On  donne  la  perspective  d'une  droite  par  son  point  de  fuite  et  un 
point  quelconque.  Marquer,  sur  la  droite,  à  partir  de  ce  dernier  point, 
une  série  de  points  équidistants.  {Cf.  n°  10<),  problème  I.) 

2.  On  donne,  sur  la  perspective  d'une  droite,  le  point  de  fuite/ et 
trois  points  a,  b.  a'.  Construire  le  point  b'  tel  que,  dans  l'espace,  A'B' 
se  déduise  de  AB  par  une  translation.  (  Cf.  n°  106,  problème  I.  On  choisit 
arbitrairement  «B,  en  dehors  de  la  droite  ab.  On  mène  Ub  et  la  paral- 
lèle à  aB  par  /'.  On  prend  l'intersection  Y^  de  ces  deux  droites.  On  joint 

Pa'  jusqu'à  sa  rencontre  A'  avec  aB.  On  porte  A'  B'  =  aB;  PB'  renconlre 
ab  au  point  b' .) 

3.  On  donne,  sur  la  perspective  d'une  droite,  un  segment  «/>,  dont  la 
longueur  dans  l'espace  est  l'unité.  Porter,  sur  celte  droite,  à  partir  dun 
point  donné  c,  une  longueur  donnée.  {Cf.  exercice  précédent.) 

ï.  On  donne  les  points  de  fuite  du  problème  II  du  n°  106.  Construire 
les  bissectrices  d'un  angle  donné.  (Si  h  et  h'  sont  les  points  de  fuite  de 
cet  angle,  il  suffit  de  mener  les  bissectrices  de  liV  h' .) 

.0.  En  supposant  toujours  les  mêmes  données,  construire  la  symétrique 
d'une  droite  par  rapport  à  une  autre  droite. 

6.  On  donne  toujours  les  mêmes  points  de  fuite.  On  donne,  en  outre, 
trois  points  a,  b,  c  du  plan.  Construire  la  perspective  du  centre  du 
cercle  ABC,  ainsi  que  les  perspectives  des  points  diamélraletnenl  opposés 
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à  A,  H,  (]  el  des  tangentes  en  tous  ces  points,  (xMener  les  perpendiculaires 
au  milieu  des  cotes,  pour  construire  le  centre.  Pour  les  tangentes,  mener 
les  perpendiculaires  aux  rayons.) 

7.  On  donne  la  perspective  d'un  triangle  équilaléral  AHC  el  la  ligne  de 
fuite  du  plan.  Construire  la  perspective  du  centre  et  celle  d'un  autre 
triangle  égal  et  concentrique  au  proposé.  [Le  centre  s'obtient  par  les 
médianes,  lesquelles  donnent  aussi,  avec  les  cùlés,  trois  couples  de  droites 
reciangulaires,  d'où  l'on  peut  déduire  le  point  P  du  n"  100.  Pour  cons- 
truire le  deuxième  triangle,  prendre  un  point  quelconque  A'  sur  le  cercle 
ABC  (n°  106,  problème  111);  tracer  les  deux  droites  faisant  So"  avec  le 
diamètre  qui  passe  par  ce  point  el  prendre  les  seconds  points  de  rencontre 
de  ces  droites  avec  le  cercle.] 

8.  Comment  trouve-t-on  le  genre  el  les  directions  asyraptotiques  de  la 
perspective  d'une  conique  donnée  de  l'espace?  Quelle  est  la  condition 
pour  que  cette  perspective  soit  une  parabole  ou  une  liyp?ibole  équi- 
latère?  (Intersection  de  la  conique  avec  le  plan  neutre^  ou  plan  paral- 
lèle au  tableau  mené  par  le  puint  de  vue.) 

9.  l  ne  quadri(|ue  admet  le  point  de  vue  comme  oinl)ilic,  le  plan  lan- 
gent en  ce  point  étant  le  plan  neutre.  Démontrer  (|ue  loule  section  plane 
de  cette  quadrique  a  une  perspectixe  circulaire.  Quel  est  Taxe  radical 
des  perspectives  des  sections  faites  par  deux  plans  parallèles? 

10.  Construire  le  centre  de  la  perspective  d'une  conique  donnée  de 
l'espace.  (Perspective  du  pôle  de  l'intersection  du  plan  neutre  avec  le 
plan  de  la  conique.  ) 

11.  On  donne  les  points  de  fuite  a,  b^  c  des  arêtes  d'un  triodre  trirec- 
tangle,  ainsi  que  le  point  de  fuite  p  et  la  ligne  de  fuite  1)  d'une  droite  el 
d'un  plan  perpendiculaires.  Construire  le  point  de  fuile //  des  perpendi- 
culaires à  un  autre  plan  dont  on  donne  la  ligne  de  fuite  D'.  (La  perspec- 
tive du  cercle  imaginaire  de  l'infini  est  une  conique  S  conjuguée  par 
rapport  au  triangle  ahc  et  admellanl  //  et  D  pour  pôle  et  polaire.  l'>lle  est 
entièrement  déterminée  et  il  faut  construire  le  pôle  de  D'  par  rapport  à 
cette  conique.  Soit  a'  le  point  de  rencontre  de  D'  avec  hc;  la  polaire  de 
ce  point  passe  par  a  et  par  le  point  homologue  de  o'  dans  litn  oluliori 
dont  deux  couples  île  points  liomologues  sont  /k  c  el  les  points  de  ren- 
ronlre  de  hc  avec  D  et  pa.  On  peul  donc  construire  celte  polaire,  ainsi 
que  les  polaires  des  points  //  et  c'  analogues  à  a'.  (>es  trois  polaires  con- 
courent au  pôle  cherché.) 
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12.  On  donne,  dans  le  géomélral,  nn  carré  ABCD,  de  2'"  de  cùlé  et 
dont  le  sommet  A  le  plus  en  avant  a  pour  largeur  et  éloignement  3o''"'.  Le 
côté  AB  qui  va  vers  le  sommet  le  plus  à  droite  a  pour  coefficient  angu- 
laire |.  In  hexagone  régulier  concentrique  au  carré  a  une  diagonale  paral- 
lèle à  AD  et  de  longueur  égale  à  20'"'.  Le  carré  est  recouvert  d'une 
mosaïque  formée  par  la  juxtaposition  d'hexagones  égaux  dont  l'un  est 
l'hexagone  ci-dessus.  Faire  la  perspective  de  cette  mosaïque,  en  sup- 
posant que  le  point  de  vue  a  pour  largeur  o,  pour  éloignement  2'"  et  pour 
hauteur  i"%6o.  Prendre  pour  échelle  -j^  . 

13.  Un  escalier  est  composé  de  5  marches  parallèles  ayant  chacune  1'",  20 
de  largeur,  o'",35  de  profondeur  et  ()"',20  de  hauteur.  On  suppose  que  la 
première  marche  repose  sur  le  géométral;  elle  fait  35°  avec  la  ligne  de 
terre  et  son  extrémilé  de  droite  a  pour  largeur  o"\  65  et  pour  éloigne- 
ment  o"\  10.  Faire  la  perspective  de  cet  escalier,  à  l'échelle  de  -j^,  en  don- 
nant au  point  de  vue  les  mêmes  coordonnées  que  dans  l'exercice 
précédent. 

Ik.  Un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical,  de  o™,8o  de  rayon  et  de  3'" 
de  haut  repose  par  sa  base  inférieure  sur  le  géométral,  le  centre  de  celte 
base  avant  pour  largeur  o  et  pour  éloignement  i™,  5o.  Il  traverse  un  prisme 
droit  à  base  carrée  et  horizontale,  de  o'",40  de  haut  et  de  2"', 20  de  côté. 
Le  centre  de  ce  prisme  se  trouve  au  milieu  de  la  hauteur  du  cylindre;  de 
plus,  une  de  ses  faces  fait  3o°  avec  le  tableau.  Mettre  l'ensemble  de  ces 
deux  solides  en  perspective,  en  supposant  que  le  point  de  vue  a  pour 
largeur  o,  pour  éloignement  2'"  et  pour  hauteur  i"\5o.  Echelle  :  -pj. 

lo.  Faire  la  perspective  d'un  tétraèdre  régulier,  de  2'"  d'arête,  dont 
une  face  est  horizontale,  dont  le  centre  a  pour  largeur  o'",2o,  pour  éloi- 
gnement I™,  60  et  pour  hauteur  i™  et  dont  le  sommet  le  plus  en  avant  a 
pour  largeur  o"",4o.  On  prendra  le  même  point  de  vue  et  la  même  échelle 
que  dans  l'exercice  précédent. 
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RÉSOLUTION    DES    miKDRES, 


EXERCICES  PROPOSES 

1.  Dans  un  irièdre,  on  donne  la  face  c.  le  dièdre  A  el  Tangle  que  fait 
l'arête  SC  avec  la  face  opposée.  Gonslruire  ce  trièdre.  (On  esl  ramené  à 
prendre  l'intersection  d'un  plan  el  d'un  cône  de  révolution.) 

2.  Résoudre  le  trièlre  précédent,  en  supposant  «ju'on  donne  la  face  a 
au  lieu  du  dièdre  A.  (Intersection  de  deux  cônes.) 

3.  Le  plan  bissecteur  du  dièdre  SA  coupe  la  face  opposée  suivant  SA'. 
Résoudre  le  trièdre,  connaissant  l'angle  \S.V  ,  le  dièdre  A  et  la  face  h. 
(La  construction  du  dièdre  SAA'  rentre  dans  le  deuxième  cas.) 

k.  Résoudre  le  trièdre  précédent,  connaissant  l'angle  .\SA'  et  les 
dièdres  A  et  B.  (Rentre  dans  le  cinquième  cas.) 

o.  Construire  un  tétraèdre  ARCD,  connaissant  les  longueurs  des 
arêtes  .\B,  BC.  CA  el  les  dièdres  qui  les  admettent  pour  arêtes. 

6.  Construire  le  tétraèdre  ABCI),  connaissant  les  arêtes  AR,  BC,  C.\ 
et  les  hauteurs  issues  des  sommets  A,  B.  C.  (Se  ramène  à  Texercice 
précédent,  car,  des  hauteurs,  on  peut  déduire  les  dièdres.) 

7.  Construire  le  tétraèdre  ARCD,  connaissant  la  face  .\RC  et  sachant 
que  le  trièdre  de  sommet  D  est  trirectangle.  (Intersection  de  trois 
sphères.) 

8.  Construire  un  tétraèdre  connaissant  les  longueurs  de  ses  *i\  nrêtes. 


(  '  )  Nous  ne  (lumions  piis  (fcxcrciics  ri-solu*.  les  questions  traitées  dans   le  cours 
en  li'iKinl  ^nfli'.iiiiiiirnt  lieu. 
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9.  Construire  le  tétraèdre  ABCD,  connaissant  les  dièdres  AB,  AC,  et 
les  longueurs  AB.  BC.  C\.  BD. 

10.  Construire  le  tétraèdre  ABCD,  connaissant  les  mêmes  éléments 
que  dans  l'exercice  précédent,  sauf  que  la  longueur  lîD  est  remplacée 
par  l'angle  ABD. 

11.  Même  question  en  remplaçant  la  longueur  BD  par  l'angle  ADB. 

12.  Construire  le  télraêdre  ABCD.  connaissant  la  face  ABC,  les  angles 
BAD,  CAD  et  le  volume  du  tétraèdre. 

13.  On  donne  un  tétraèdre  par  sa  face  ABC  dans  le  plan  horizontal  et 
par  la  projection  horizontale  et  la  cote  du  sommet  D.  Construire  le 
centre  de  la  sphère  circonscrite. 

li.  Les  données  étant  les  mêmes  (|ue  précédemment,  construire  le 
centre  de  la  sphère  inscrite.  (La  construction  du  tétraèdre  qui  admet 
pour  sommet  ce  centre  et  pour  base  ABC  se  ramène  à  lExercice  n°5.  On 
peut  aussi  appliquer  la  méthode  de  /Jermarv.  qui  consiste  à  rabattre 
le  sommet  D  sur  la  face  ABC  successivement  autour  des  trois  côtés  de 
cette  face,  vers  l'intérieur  du  triangle.  Les  points  de  contact  de  la  sphère 
inscrite  avec  les  faces  de  sommet  D  se  rabattent  sur  la  projection  hori- 
zontale du  centre  cherché,  laquelle  projection  est  à  égale  distance  des  trois 
rabattements  de  D.) 


TRIGONOMÉTRIE 

CHAPITRE  I. 

PROPRIÉTÉS    GÉNÉRALES    D1£S    FONCTIONS    CIRCLLAIRES. 


EXERCICES  RESOLUS. 

1.   Quelle  relation  doit  exister  entre  les  trois  nombres  a,  b.  c  pour 
que  l'on  ait 

(i).  arc  lanso -^- arc  tangè -f- arc  lange  =  — 

A 

AjDpelons  .r,  y,  ;  les  arcs  du  premier  membre.  On  doit  avoir 

tans  (  .r  -r- y  -t-  ^)  =  i 
ou  (n°  126) 

I  5-2 

(2)  S,—  S.—  S3—  1  =  o, 

en  appelant  S,,  S^,  S:j  les  fonctions  symétriques  élémentaires  de  a,  b,  c. 
Cette   condition    est    nécessaire;    mais,  on   n'est  pas  toujours  certain 
qu'elle  est  sulTisanle.  (^)uand  elle  est  remplie,  on  peut  seulement  affir- 
mer que  la  somme  S  ^^  .r  -h  v  +  ;  est  égale  à  -^  -r-  A;:.  Comme  x,  y,  z 

4 

sont  chacun    compris  entre  —  -    et   H — -,    S  est  compris   entre    —  — ^ 

3- 

et  H et  le  nombre  entier  /,   ne  peut  être   égal  qu'à  o,  ou   i   ou  —  i  ; 

, .      (-■  '      ,  .   ~     )  -  3  ~ 

autrement  dit.  b  est  égal  a  -»  —  ou • 

4-1  4 

Voyons  comment  on  pourra  reconnaître  dans  quel  cas  l'on  se  trouve. 

5-     . 
Pour  que  S  soit  égal  à  -y-' >  il  faut  que  les  trois  nombres  a,  b,  c  soient 
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tous  plus  grands  «(ue  i.  car,  la  somme  de  deux,  quelconques  des  arcs  a% 
>',    c    ne   pouvant    atteindre    -,   le    troisième    arc    doit    nécessairement 

dépasser  -j-  Celte  condition  nécessaire  est  évidemment  suftisante.  car.  si 

elle   est   remplie,  chacun   des  arcs   dépas-e  -^  et  S   ne   saurait   être   é^al 

a  -,  m  a —  ■ 

4  I 

Four  que  S  =: ^y   il  faut  que  deux  au  moins  des  nombres  a.  b,  c 

soient  négatifs,  l'un  deux  au  moins  étant  inférieur  à  —  i.  En  efl'et,  si  x 
et  h,  par  exemple,  étaient  positifs,  il  en  serait  de  même  de  ,7'  et  de  y, 

donc  de  .1'  -+-  >';  comme  c  ne  peut  être  inférieur  à  —  -?  5  ne  pourrait 
atteindre  —  ^'  D'autre  part,  si  a,  b,  r  étaient  tous  supérieurs  à  — i. 
.r,  V,  r.  seraient  chacun  plus  grand  que  —  ^  et  S  dépasserait  —  —• 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  etVet.  supposons,  par 
exemple,    a  <i  —  i    et    b  <io.    La    somme    .r  -+-  y    est    <;  —  -r\    comme 

z  <C  - 1  S  est  inférieure  à  -^  et  ne  peut  être  quésale  à  —  — ^  • 
■2  ,  1  '  4 

En  résumé,  les  seuls  cas  où  l'égalité  (2  )  n'entraîne  pas  l'égalité  (i)  sont 

le  cas  où  les  trois  nombres  a,  b.  c  sont  >>  1  (  S  3=  — ^  )  et  le  cas  où  deux 

4  / 
au  moins  de  ces  nombres  sont  négatifs,  l'un  d'eux  étant  en  «lutre  ■<  —  1 

(--¥,)• 

2.    Calculer  ces  ^  el  sin  -^  •  —  On  peut  v  arriver  eu  appliquant  l'un 

quelconque  des  problèmes  1,  H,  III.  On  peut  indifféremment  prendre 
a  ^o  ou  77,  se  donner  le  cosinus  ou  le  sinus  de  cet  angle  el  enfin  prendre 

pour  inconnue  cos  -  ou  sin  -r  •  Pour  vo'w  quelle  est   la  méthode   la  plus 

avantageuse,  cherchons  à  prévoir  le  type  d'équation  auquel  nous  serons 
conduit^,  en  écrivant  a  priori  ses  racines. 

Au  lieu  d'employer  les  formules  (2)  et  (3),  comme  nous  l'axons  fait 
au  n°  128.   procédons  géomélricpiemenl,  en  cherchant  le»  extrémités  des 

arcs  r  •  Ces  points  sont  toujours  les  sommets  de  deux  pentaj^ones  réguliers 

convexe-i.  dont  chaque  côté  sous-tend  l'arc  -f--  Ces  deux  pentagones  sont 

symétriques  l'un  del'aulie  [)ai-  rapport  à  O.r  ou  à  Oy,  suivant  que  l'on 
s'est  donné  cosr/  ou  sin<7.  Ivnfin.  run  deux  a  pour  sommet  particulier  le 
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point  A  situé  sur  la  partie  positive  de  O  a\  si  Ton  a  pris  a  ==  o  on  le 
poinlcliaraètralemenl  opposé  A',  si  Ion  a  pris  «  :=  7:  f  car  r  =  r  -1- -7^  ]  • 

Dans  tous  les  cas.  cliarun  des  deux  polygones  admet  Ox  pour  axe  de 
symétrie.  11  y  a  donc  avantage, pour  avoir  lepluspetil  nombre  de  racines, 
à  les  projeter  sur  Ojc,  puisque  les  projections  des  sommets  se  confon- 
dront deux  à  deux.  Gela  veut  dire  qu'il  faut  prendre  cos  —  pour  inconnue. 
En  outre,  on  réduira  encore  le  nombre  des  racines  en  sarrangeanl  pour 
que  les  deux  polvgones  soient  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapporta 
OcT.  et.  par  conséquent,  confondus;  pour  cela,  on  se  donnera  cosa. 

Dès  lors,  donnons-nous,  par  exemple,  cosami  et  prenons  pour  incon- 
nue a-^cos-'  Les  deux  polvgones  se  confondent  avec  le  pentagone 
régulier  inscrit  qui  admet  A  pour  l'un  de  ses  sommets.  Les  racines  de 
l'équation    en    .i-    seront    i    (racine  simple),    cos -4- (racine    double)    et 

cos  -^  =  —cos  —  (racine  double).  (  )uand  nous  nous  serons  débarrassés 
de  la  racine  i.  il  nous  restera  donc  une  équation  du  quatrième  degré 
admettant  deux  racines  doubles.  Son  premier  membre  sera  un  carré 
parfait  et  sa  résolution  se  ramènera  à  la  résolution  d'une  équation  du 
second  degré. 

Faisons  les  calculs.  Pour  /??  =:  5,  la  formule  (82)  du  n"  127  s'écrit 

cos  5rt=  cos''a  —  10  cos^a  sin-a  4-  5  cosa  sin*  a. 

Remplarons-v    cosort    par    i,  cos  «  parj;  et  s'in-a  par   i  — j?-.   Nous 

obtenons 

.r-' —  lo.rU  I  — X-  )  -7-  5./(i  — x-  )- —  i  =  o. 

Le  facteur  v —  1  est  en  évidence,  si  l'on  rapprocbe  le  premier  et  le 
dernier  terme.  Supprimons-le;  il  vient 

■   x'  -^  x^'  -^  .r"--r-  X  -i-  i  -T-  lox'^(i  ^  x)  -7-  5 X{X'  —  I  )  (.1-  -r  I)  =  o, 

ou 

i6.r'*-r- i6.r5— 4-'"* — .\x-hi—o, 
ou  enfin 

(4-T--r  2:^  —    ')'  =  "• 

Les  racines   du   trinôme    du    second  degré   sont '^ •  La    racine 

1 

positive  est  cos— et  la  racine  négative  est  — cos  t--  Finalement,  nous 
avons 
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Pour  calculer  sin  r,  appliquons  la  formule  (  •  J  )  du  n°121: 
.   _  -  ()-f-  2  \/')        lo  —  i  y/  ^         '  —  v/  5 


Slll''  —  =  I   — 


i(i 


d'où 


•     -  _  V">  —  v/» 
sin  —  = î —  . 


EXERCICES  PROPOSÉS. 


l.  Clierclier  des  solutions  simples  de  rExercice  résolu  n'^  I .  permettant 
de  calculer  -  par  un  développement  en  série.  (Cf.  l.  1.  cliap.  \  II, 
Exercice  résolu  n"  6.) 

H  faut  que  a ,  h,  c  soient  <  i ,  en  valeur  absolue,  pour  la  convergence. 

On  cherchera,  par  exemple,  des  solutions  delà  forme 

1             j        I                    m(  /i  —  I  )  —  (  «  -4-  n 
a  =  —  >  0  =  -,  c=  — ; ) 

m  II  m{n-h  i  )-i-{/i  —  I  ) 

m  et  n  désignant  des  nombres  entiers.  On  donnera  à  n  des  valeurs 
entières  positives;  puis,  à  chaque  valeur  de  n  ainsi  choisie,  on  asso- 
ciera successivement  les  valeurs  entières  et  positives  de  /;<,  qui  lui  sont 
inférieures  ou  égales  et  l'on  retiendra  les  combinaisons  donnant  une 
valeur  simple  pour  c.  On  ne  diminue  pas  la  généralité  des  solutions  en 
supposant  ni  et  n  positifs,  car,  si  «,  b,c  ont  des  valeurs  absolues  plus 
petites  que  i,  deux  de  ces  nombres  au  moins  doivent  être  positifs  et  l'on 
peut  toujours  supposer  que  ce  sont  les  deux  premiers. 
Comme  solutions  simples,  on  trouvera,  par  exemple  : 

I 

//  =  2,  //i  =  î,         c  = 


/i  =  \,         m  =  3, 


7 
I 


/t  =  ],         //}  =  i.         (•  =     :          n  =   \,  ni  —  •>,         c  =  — ;  ; 

I)  I  r 

.,                 \                 .  I                 1 

"'  S                       I 

2.   <^)uelle  relation    doit-il   (  \isler  enlro  les  nombres  <t.  />,  c  pour  (|ue 
'on  ait 

arc  ItTUg  a  -4-  arc  liini;  f>  H-  nrr  lan;;  e  =  —  ou.  ~. 
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3.  Etablir,  par  récurrence,  les  formules  (29),  (3o)  et  (3i)  du  n°  120. 
(On  s'appuiera  sur  les  formules  de  la  noie  de  la  page  282  du  Tome  I.) 

k.    <^)uelle  relation  doit-il  exister  entre  «  et  6  pour  que  Ton  oit 

4  arc  tan^^a  H-  arc  tan  g  6  =  -^  • 

4 

Chercher  les  solutions  simples  pour  lesciuelles  a  et  ù  sont  <  i,  en 
valeur  absolue  {cf.  Exercice  proposé  n«  1).  On  retrouvera,  en  parti- 
culier, la  formule  donnée  dans  TExercice  résolu  n''  6  du  Chapitre  ^  II  du 

Tome  I,   (  Résoudre  la  relation  obtenue  par  rapport  à  b  ;  puis;,  donner  à 
a  des  valeurs  de  la  forme  — 


5.  Écrire  les  développements  de  cos  (a  -+-  6  +  c)  et  de  sin  [a  -h  b  +  c), 
sous  forme  entière. 

6.  Ecrire,  sous  forme  entière,  les  développements  de  cosSa,  sin3«, 
cos^a,  sin4rt,  cos5a,  sinoa. 

7.  Démontrer  que  cos  ma  est  toujours  un  polynôme  entier  en  cosa. 
Dans  quel  cas  est-ce  aussi  un  polynôme  entier  en  sinrt?  Dans  quel  cas 
sin //ta  est-il  un  polynôme  en  sin  «  ?  Peut-il  être  un  polvnome  en  cosa  ? 

8.  l'aire  complètenient  la  discussion  des  problèmes  I  à  IV  des  n""  128 
et  130,  d'abord  par  les  formules  (2),  (3),  (4)  du  n°  120.  puis  par  Tinter- 
prétation  géométrique  au  moyen  des  polygones  réguliers  {cf.  Exercice 
résolu  n"  2).  Chercher,  en  particulier,  les  cas  oii  il  y  a  des  racines  doubles 
(cas  où  les  polygones  sont  symétriques  par  rapport  à  O.c,  Oy  ou  O). 

9.  Calculer  tang  —  connaissant  tanga.  En  déduire  une  méthode  de 
résolution  de  l'équation  générale  du  troisième  degré. 

(On  fait    un   changement   de   variabfe   de   la  forme  x  =  mj'-[-n,  de 

manière  à  pouvoir  identifier  l'équation  en  j-  avec  l'équation  en  tang  —  -  ) 

10.  Démontrer  que  cos^  -  est  racine  d'une  équation  du  troisième  degré 
à  coefficients  entiers.  (E.  P.,  1922.) 

11.  Démontrer  la  formule 

tanir-  —  -H  tang^  -^  -+-  tang-  — ^"  =  i5.         (E.  P.,  iQi'2.) 


'U 
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(Partir  de  l'équation  qui  donne  tanir—  connaissant  tang«=:o.  On  abou- 
tit à  une  équation  du  cinquième  degré  en  ,r',  qui  admet  pour  racines  les 
termes  de  la  somme  ci-dessus  et,  en  outre.  \  et  3.) 

12.    Démontrer  que  si  a,  b.  c  sont  les  angles  d'un  triangle,  on  a 


la  II  g  a  I  I 

I  l  a  n  g  i  I 

I  I  ta  nue 


[Développer  par  la  règle  de  Sarrus  et  se  servir  du  développement  de 
tang(a  ■+■  b  +  c).'\ 

13.   Gardant  riiypothèse  précédente,  démontrer  la  relation 
cos-a  -+■  coi-b  -+-  cos-c  -+-  2  coia  eu?  b  co<c  =  i . 

(On  peut  exprimer  le  premier  membre  en  fonction  linéaire  de  cosinus 
des  angles  2b,  2c,  a  -\-  b —  c,  a  —  b->r  c.) 

li.    Gardant  toujours  la  même  hvpotlièse.  démontrer  la  relation 
cosrt     cosfe     cosc  1 


ci>?a      rt>-b      00s  c     =  o. 


sin  a      sin  b      sin  c 


(Cliasser  les  dénominateurs  t't  exprimer  tout  en  fonction  des  cosinus 
des  angles  2a,  2b,  2c.) 

15.  Gardant  toujours  la  même  hvpotlièse,  démontrer  la  relation 
sin  2rt  -H  sin  i 6  -r-  >in2r-  =  i(  sina-H  sin  6  -:-  sine )  (  rosrt  -4-  cost  -i-cosc  —  1). 

(!•:.  P..  1912.^ 

I(»,    Dans    la    théorie    des    équations    réciproques,    on    doit    expriuter 

c,„=,r"'H — —  en  fonction  àe'y  ^=  x -\ —  {\.  I,  n"    2V3).   Montrer  que, 

si  l'on  pose  y  zin  2  cosa,  on  a  ;,„  :::=  2  cosma.  Kn  déduire  l'expression  de  c,„ 
en  fonction  de  y. 
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17.  Calculer  les  deux  sommes 

S  =  cosa  -t-  ces  (rt  -h  h)  -i-  cos(a  -4-  -î/;  i  -4-  .  .  .  4-  ces  (a  +  nh), 
S'=  sin  a  +  sin(rt  4-  /i)  -H  siiKa  +  2/1)  -H  . .  .  -H  sinO  4-  nh). 

(  Multiplier  chaque  somme  par  2  siii  -  el  transformer  chaque  produit  en 
différence.  Cf.  t.  I,  chap.  VII,  Exercice  résolu  n°  7.) 

18.  Soient  n  et  p  deux  nombres  entiers  quelconques  et  or  un  angle  quel- 
conque; démontrer  les  identités 

cosur  +  cos  (^  H-  1^  j -^  cos  (.r  +  i^)  ^.  .  .+ cos  L  +  ii^ir_^ 


■  P     , 
si  -  n  est  pas  entier; 


COS2^  -+-  CCS-  (  ,^■  H — — 

n 


n  J         . 


.  r  9.(n~-\)p- 

-+-  ces'  I  .r  4-   • 


SI  —  n  est  pas  entier. 

n  '■ 

[La  seconde  se  ramène  à  la  première,  par  la  formule  (58)  du  n"  132. 
Quant  à  la  première,  on  peut  la  déduire  de  Texercice  précédent.  On  peut 
aussi  s'appuyer  sur  l'équation  qui  donne  cosj^*,  connaissant  cos/*a;,  en 
remarquant  que  la  somme  de  ses  racines  est  nulle.  Cette  somme  est  égale 
à  la  somme  proposée,  en  vertu  du  théorème  d'Arithmétique  connu  sous 
le  nom  de  théorème  de  Wilson,  dans  le  cas  où  p  est  premier  avec  n.  Si 
p    n'est    pas    premier    avec   /i,    il   suffit  de    remplacer,    dans    la  somme 

donnée,  —  par  la  fraction  irréductible   égale.    La  somme   se  décompose 

alors  en  plusieurs  sommes  nulles  séparément.] 

19.   Résoudre  les  équations  suivantes  : 

tang:(a;  +  «)  +  tan^^i.r  —  a  i  =  tangua:.      (  E.  P..  191 1.) 

sin3.r -f- cos*.r  =  1 .  (E.  P.,   1911,) 

,     cos^cos(2.z:  —  a)  , 

(  I  +  A  )  =  1  -r-  A'  cos  'IX, 

cos(  j;  —  a) 


sin  I  — -4- Sa^  j  =  m  sin  (  -  —  x 

[La  première  se  transforme  en 

sin2a:(cos'2^  —  cosia)  =  o. 
Haag.  —  Exercices,  IV. 
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Pour  la  seconde,  on  peut  prendre  pour  inconnue  x  -\-  -j  =  J>' ;  on  aboutit 

4 

à  une  équation  du  troisième  degré  en  sinv,  qui  admet  une  racine  double. 
On  peut  aussi  remarquer  que  si  l'on  fait  passer  le  terme  constant  au  pre- 
mier membre,  celui-ci   est  divisible    par   (i  —  cosj:);    le  quotient   est 
ensuite  divisible  par  (i  —  sina"). 
La  troisième  se  iransl'orme  en 

sin(  i.v  —  «,i  =  /  sin  a. 
Pour  la  quatrième,  prendre  y  — .r  =  v  pour  inconnue.] 


CHAPITRI^  11. 


RESOLUTION    DES    TRIANGLES. 


EXERCICES  RÉSOLUS. 

1.   Démontrer  que,  dans  tout  triangle,  on  a  l'identité 

:osA 

Première  démonstration.  —  En  retranchant  la  troisième  colonne  de 
la  seconde,  cette  égalité  se  ramène  à  la  suivante 

A 

C0S2    — 


Remplaçons-v  cos-  -  par 


1 

co 

p-a 

pip  — 

a  1 

>  en  vertu  de  la  formule  (8)  du  n°  135  ; 


2  '  bc 

l'égalité  devient,  en  chassant  les  dénominateurs. 

Il  I      a(p  —a)-     p  —  a  ||  =  o. 

Pour  que  ce  déterminant  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse  détei 
miner  /  et  m  pour  que  Ion  ait  (t.  I,  n°  293) 


(Il 


a.{ p  —  a  )-  +  l { p  ~  a  ) 


et  les  deux  relations  analogues  en  b  et  c.  Or,  si,  dans  cette  relation,  on 
regarde  /,  m,  p  comme  donnés,  on  a  une  équation  du  troisième  degré 
en  a,  dont  les  racines  doivent  être  a,  b,  c.  La  somme  de  ces  troi-  racines 
doit  être  égale  à  2/>.  Or,  c'est  bien  ce  qui  a  lieu,  comme  on  le  voit  en  cal- 
culant les  deux  premiers  termes.  Celte  condition  étant  remplie,  on  peut 
toujours  déterminer  /  et  m  de  manière  que  le  coefficient  de  a  et  le  terme 
constant  aient  des  valeurs  données  quelconques^  c'est-à-dire  de  manière 
que  l'équation  (i)  ait  pour  racines  les  cotés  d'un  triangle  quelconque,  de 
périmètre  ip.  •  c.  0-  ^■■  D. 


Deuxième  démonstration.    —  Considérons  le  cercle  insciit  dans   le 


1 


i4f 
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triangle  el  soieni  A',  B',   (7  les  points  de  contact  avec  les  côtés  BC, 
CA,AB.  On  a 

AP.'^  r.A'-+-  BAr=  -  (  AB  -BC~CX)=p; 

or,  (;A'  +  BA'  z=z  a;  donc, 

\B'  =  p  —  a.  " 

D'antre  part,  le  triangle  rectangle  IB'A  donno 


<  V  ) 
d'oi'i 


/•  =  (/>  —  rt  I  t  a  n  tr  -  ; 


I  A 

-  tani:  - 


p  —  a         r 


Portons  celle  formule  et  les  deux  formules  analogues  dans  l'idenlité  à 
démontrer;  elle  devient 

tanu;  —     cosA     i 

ou.  en  développant  suivant  la  première  colonne, 

V^  A 

'    lang— (roslî — cosC)=o, 

OU,    en    transformant    cosB  —  cos(I    en    un    produit    el  remarquant  que 

A    .     15  — ('. 


.     B  —  C  \ 

sin =  (OS  — 


>    sin        sin  


Or,  le  premier  membre  de  cette  égalité  n'est  autre  que  le  développement 
suivant  la  première  colonne  du  déterminant 


A       .     A  A 

sin  —     sin  —      eus  — 


(|iii  est  nul,  comme  ayant  deux  colonnes  identi(|ne«. 

2.  Ré'ioiidrc  (in  li  (angle,  connaissant  tes  trois  hauteurs.  (  K.  I*.,  J<)i  i .) 
Soient  A,  //',  h"  les  hauteurs  respectivement  opposées  aux  côtés  a,  6.  c 
el  soit  S  la  surface  du  liianjrliv  On  a 


(') 


2  S  ,  «S  2  S 

"=T'       ^=17'       '=17 

s*  =  p  {  p  —  a  )(p  —  h){  p  —  c). 
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Nous  avons  quatre  équations  à  quatre  inconnues  :  a,  b,  c,  S.  Pour 
sinaplifîer  l'écriture,  désignons  par  /,  i' ,  i"  les  inverses  des  hauteurs  et 
par  iq  la  somme  de  ces  inverses.  Nous  avons 

(3)  p  =  iSq,         p  —  a  =^  i'è){q — t),  p  —  b  =  2S{q — i'), 

p  —  c  =  i?){q  —  /") 

Portant  dans  (2),  il  vient 

(4)  Sî 


165-1^  —  i){q  ~i')[q—  i") 


De  (4),  on  tire  S;  portant  dans  (3),  on  a  ensuite/?,  a,  b,  c  el  l'on  est 
ramené  au  premier  cas  (n°  135). 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  chacune  des 
quantités  i,  i',  i"  soit  inférieure  à  la  somme  des  deux  autres,  ce  qui 
entraîne  évidemment  la  réalité  de  la  valeur  de  S  donnée  par  (4). 


EXERCICES  PROPOSES. 


1.  Déduire  des  formules  du  premier  groupe  lideutité 

—  I  cosG  cosB 
cosC  —  I  CCS  A 
cosB     ces  A       — I 

(En  développant  par  la  légle  de  Sarrus,  on  r(  trouve  l'Exercice  13  du 
Chapitre  I.) 

2.  Dans  toute  relation  homogène  entre  les  côtés  d'un  triangle,  on  peut 
remplacer  a,  b,  c  par  sinA,  s-inB,  sinC.  En  aj^pliquant  ce  principe,  dé- 
duire des  formules  du  deuxième  groupe,  l'Exercice  13  du  Chapitre  1. 
(Remplacer,  dans  cet  exercice,  A,  B,  C  par  t:  —  A,  -  —  B,   —  —  C,  si  B 

el  C  sont  aigus,  et  par  A,  B  —  — >  C  -t-  —,  si  B  est  obtus.) 


V^_ 


cosA. 


(') 

(2) 


3.  Simplifier  la  somme 

.  .  """     ^ 

(Utiliser  le  premier  groupe.) 

k.  Démontrer  les  identités 

V^  cosB  —  cosG 


(E.P.,  1911.) 


Jmà  p  —  a 

^  {p  —  a)  (b  —  c)  CCS  A  =  o. 
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[Employer    la    formule    (8)   du    n°   135,    pour   (i)  el  la  formule  (9), 
pour  (2).] 

5.  Démontrer  pidenlilé 

,/          A                B\          /          A  G\         oa 

oltang h  tan"—     -i-cltang hlaner—     =  -: — -  • 

\  2  2  /  \  2  2  /        smA 

(Utiliser  le  principe  de  TEvercice  2;   puis,  exprimer  tout  en  fonction 
des  demi-angles.  ) 

G.   Démontrer  que  si  B  —  C  =  —  »  on  a 
'  1 


a2         (b-^cy-        {b  —  cf 
(Même  méthode  que  pour  l'Exercice  précédent.) 

7.  Démontrer  que  si  les  côtés  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmé- 
tique, a  étant  le  côté  moyen,  on  a  les  identités 

B  C        I  P,  G  A 

tanç  -  lang  -   =  - ,  cet 1-  cot  -  —  2C0l  — • 

"   2  2  3  2*2 

(Partir  de  t  H- c  =  2a.) 

8.  Résoudre  les  triangles  ci-dessous  : 

(1)  rt  =  i34,25;  6=253,48;  0  =  198,56; 

(2)  6  =  26,342;  0  =  76,223;  A  =62*, 4/3; 

(3)  (/  =  2534,8;  6  =  3460,2;  A  =  35^472; 

(4)  a  =  974,28;  6  =  603,87;  A  =148^,227; 

(5)  rt  =  3,5'"'92;  B  =  46«,  i38;  C  =  ii8«,793. 

0.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  : 

1°  Un  côté  et  la  médiane  et  la  hauteur  opposées  à  ce  côté; 

2"  Un  côté,  l'angle  et  la  médiane  opposés; 

3"  Un  angle  et  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet  de  cet  angle. 

10.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  les  trois  médianes.  (I<].P.,  1928.) 

11.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  côté,  Pangle  el  la  bissectrice 
opposés.  (Introduire  les  segments  déterminés  par  la  bissectrice  sui  le  côlé 
donné  et  écrire  que  leur  somme  est  égale  à  ce  côlé.) 

12.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  angles  el  le  produit  des 
trois  hauleurs.  (E.  P.,  191 1.) 


RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES.  iSl 

Si  P  désigne  le  produit  donné,  on  a 

P  1 

Q   1)3   '  I 

sin^A  sin2  B  sin^G   J 
13.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  A,  <7,  6  -i-  c.        (E.  P.,  191 1 .) 

li.  Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  cùlé,  la  hauteur  correspon- 
dante et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  (E.  P.,  191 1.) 

[En  utilisant  la  formule  (17)  du  n°  135.  on  trouve /o,  d'oi!i  6 -f- c.  La 
formule  (2)  de  l'Exercice  résolu  n"  1  donne  ensuite  A.  On  est  alors  ramené 
à  l'exercice  précédent.] 

15.   Résoudre   un    triangle,   connaissant  <7,  6,  et  sachant  que  B  =  3  A. 

(E.  P.,  1911.) 

On  a  :  sin3A  =  -sinA. 
a 


ERRATA  DU  TOME  III  {EAERCICES). 


Page  y2,  ligne  9,  lire  iii5  au  lieu  de  iiô. 

Page  93,  dernière  ligne,  lire  100  au  lieu  de  600. 

Page  9'|,  ligne  20,  lire  0,6  au  lieu  de  0,7. 

Page  161,  dernière  ligne,  lire  2™, 60  au  lieu  de  3"°,  20. 

Page  i88,  ligne  7  en  remontant,  lire  35  au  lieu  de  25. 
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